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Chapter 1

Einleitung (1h)

1.1 Ziele der theoretischen Physik

Dies ist der erste Kurs im Kanon der Theoretischen Physik in der
Physikausbildung. Deshalb wollen wir an dieser Stelle die Ziele
dieses Kanons zu reflektieren.

Was also sind die Ziele der Grundausbildung in der theoretis-
chen Physik?

e Die Grundlage unseres physikalischen Weltbildes soll
moglichst geschlossen vermittelt werden.

Abb. 1.1: Ibn Al-Haytham, 965-
1040, Persien/ Agypten. Wird
als erster theoretischer Physiker

e Physiker sollen sich im Berufsleben besonders dort be-
wahren, wo es keine vorgefertigen Losungsmethoden gibt.
Da sie sich hdufig am Grenzbereich unseres Wissens bewe-

gen, missen sie erkennen, wann bestimmte Theorien noch betrachtet. E|'ner der e}rsten
. , Vertreter der wissenschaftlichen
anwendbar sind und wann sie zusammenbrechen. Methodik
ethodik.

e Wenn die Theorien, welche fiir eine Beschreibung verwendet werden, zusammenbrechen, sollten
Physiker fahig sein, eine neue Theorie zu erstellen. Es ist also eines der Hauptziele der Aus-
bildung in der theoretischen Physik, die Studenten an die Theoriebildung heranzufiihren. Diese
Quialifikationen sind wahrscheinlich die Ursache dafiir, dass Physiker haufig auch auflserhalb ihres
eigenen Faches erfolgreich sind.

e Wahrend in den Vorlesungen der Experimentalphysik gewisse Zusammenhange, ausgedriickt
durch komplizierte Formeln, als gegeben angenommen werden, sollen diese hier auf wenige
Grundannahmen zuriickgefiihrt werden. Dies fiihrt auf ein weiteres Ziel der Ausbildung der
Theoretischen Physik: Sie soll einen roten Faden durch die Physik liefern. Viele Studenten
haben gegen Ende dieses Kanons den Eindruck, dass sich alles wie ein Puzzle zusammenfiigt.

e Ein weiteres Ziel ist natiirlich auch ein Verbreitern und Festigen der gangigsten mathematischen
Methoden, die in der Physik gebrauchlich sind.

Unser naturwissenschaftliches Weltbild fuBt auf einer gewissen Herangehensweise an Probleme,
mehr noch als auf gewisse Naturgesetze. Ich nenne sie die analytisches Denkweise. In der Theo-
retischen Physik soll diese analytische Denkweise weiterentwickelt werden. Die wesentlichen Elemente
der analytischen Denkweise sollen im Folgenden dargestellt werden.

1. Kritische Analyse: Am Anfang steht eine kritische Analyse der vorliegenden Beobachtungen.
Man stellt sich dabei die folgenden Fragen:

13



14 1 EINLEITUNG (1H)

e \Was wurde beobachtet?

e Was ist das Wesentliche einer Beobachtung fiir das vorliegende Problem?

e Was sind die Ungenauigkeiten eines Experiments?

e Was sind die Annahmen, welche der Interpretation der Resultate zugrunde liegen?

2. Theoriebildung: Nun macht man sich eine Theorie, also ein mathemtisches Modell der Zusam-
menhange, welche mit allen Beobachtungen im Rahmen ihrer Genauigkeit iibereinstimmen.

e Erkenne und nutze Analogien

Greife auf bekannte Problemldsungsstrategien zuriick

Nutze die Denkmuster alter Meister

e Kreativitat

3. Vorhersagen: Eine Theorie ist nur dann sinnvoll, wenn sie {iberpriifbare Vorhersagen erlaubt.
Es werden also nun die Losungen der Mathematischen Modelle gesucht und deren Bedeutung
fir die Realitat erklart. Hierbei geht es unter anderem um

e Mathematische Losungstechniken,
e Naherungsverfahren und

e die kritische Analyse von Vereinfachungen.

4. Verifizierung: Die Vorhersagen werden nun anhand neuer Experimente iiberpriift. Laut dem
Wissenschaftsphilosophen Karl Popper! wird unser Weltbild als Realitit angenommen, bis es
experimentell widerlegt wird. Widerspricht ein Experiment den Aussagen der Theorie, muss
diese erweitert oder angepasst werden. Deshalb beschrankt sich unser physikalisches Welt-
bild auf reproduzierbare und liberpriifbare Tatsachen. Religion und, in einem gewissen Mal,
subjektive Gefiihle sind deshalb nicht Gegenstand der Physik. Physik verneint sie aber auch
nicht.

1.2 Kanon der theoretischen Physik

Der Kanon der Theoretischen Physik ist wie folgt aufgebaut:

1. Klassische Mechanik:

Die Klassische Mechanik konnte auch Punktdynamik genannt werden. Als Punkte betrachten
wir zum Beispiel einen Volleyball, einen Planeten, einen Sateliten, ein Leitungselektron in einem
Metall oder Halbleiterbaulement. Anstatt die Koordinaten im Raum anzugeben, konnen wir
einen Punkt auch allgemeiner als beliebiges n-Tupel von Zahlen auffassen. So konnen wir
in der Meteorologie die Temperatur, den Druck und die Luftfeuchtigkeit zu einem n-Tupel
zusammenfassen und die zeitliche Entwicklung dieser Parameter studieren.

Ein spezielles Kapitel ist die Einflihrung in Einsteins Spezielle Relativitatstheorie.
2. Elektrodynamik:

Die elektromagnetische Wechselwirkung ist die bedeutendste der vier Naturkradfte, zu denen
auch die Gravitation, die Schwache und der Starke Kraft gehdren. Wahrend die Gravitation un-
sere alltagliche Erfahrungswelt bestimmt, dominiert die elektromagnetische Kraft auf kleineren
Dimensionen. Erst innerhalb des Atomkerns sind die beiden anderen Naturkrdfte von Bedeu-
tung. Mit Ausnahme der Gravitation ist die Beschreibung der anderen Naturkrafte dem Vorbild
der elektromagnetischen Kraft nachgebildet. Insbesondere stellt die Elektrodynamik das erste

IKarl R. Popper, 1902-1994, Osterreichisch-Britischer Philosph. Hauptwerk "Logik der Forschung”.
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1.3

Beispiel flr eine Vereinheitlichung von Naturkraften dar: Magnetismus und Elektrizitat wurden
urspriinglich als eigenstandige Wechselwirkungen aufgefasst.

Im Gegensatz zur Klassischen Mechanik befasst sich die Elektrodynamik mit Feldern, also
Funktionen von Raum und Zeit.

Ein spezielles Kapitel ist die Spezielle Relativitatstheorie von Feldern, welche uns erlaubt, die
Grundlagen der Methoden der Elementarteilchenphysik zu demonstrieren.

Quantentheorie:

Auf kleinen Langenskalen verwischt sich der Unterschied zwischen Feldern und Punkten. Das
Teilchen- und das Wellenbild werden vereinheitlicht. Die Quantentheorie war, neben Einsteins
Relativitatstheorie, die zweite groBe Umwalzung des naturwissenschaftlichen Weltbildes im 20.
Jahrhundert. Die klassische Physik wie die klassische Mechanik und die Elektrodynamik sind
Vereinfachungen der Quantenmechanik, die allerdings in unserer makroskopischen Welt sehr
genaue Vorhersagen liefern. Die Quantentheorie ist die Grundlage der Chemie, der Laser-
physik, der Festkorperphysik. Angeblich geht etwa ein Viertel des Bruttosozialprodukts auf
Entwicklungen zuriick, die direkt oder indirekt durch die Quantentheorie ermdglicht wurden.[1]

. Statistische Physik:

Die vollstandige Kontrolle der Parameter aller Teilchen eines makroskopischen Systems ist
undenkbar. Dennoch ist eine genaue Vorhersage makroskopischer Eigenschaften sehr wohl
moglich. In der Statistischen Physik werden Begriffe wie Temperatur, Entropie etc. eingefiihrt.
Die Statistische Physik bildet die Grundlage der Thermodynamik. Die Statistische Physik sagt
zum Beispiel Phanomene wie die Bose-Einstein Kondensation, Supraleitung, die Fermiverteilung
vorher.

Einige Ratschlage des Authors an seine Leser

. Lerne nicht nur zu rechnen, sondern beobachte auch die Denkmuster.

— Konzentration auf das Wesentliche.

— Vermeide das reine Auswendiglernen, sondern versuche den Inhalt einer Formel zu durch-
dringen. (In welchen Situationen ist sie anwendbar? Aus welchen Annahmen folgt sie?
etc.) Man sollte natiirlich dennoch die wichtigsten Formeln kennen, um nicht standig
nachschlagen zu missen.

. Wende das Wissen an! Das eigenstindige Losen von Ubungsaufgaben ist von elementarer

Bedeutung fiir den Lernerfolg! Das ist die wohl unangenehmste Nachricht, die ich meinen
Lesern mitgeben muss.

Nicht von der Mathematik blenden lassen: Die Physik ist die Grenze zwischen der Mathematik
und der Realitat. Es ist hilfreich, sich immer den Zusammenhang des Gelernten mit dem
Alltagsleben zu vergegenwartigen. Zugegebenermafen ist dieser Zusammenhang nicht immer
offensichtlich. Dennoch ist dieser Zusammenhang hilfreich, um sich das Gelernte dauerhaft
einzupragen.

. Entwickle die Anschauung: In der Physik werden wir bald mit Phanomenen vertraut, die im

Gegensatz zu unserer bisherigen Erfahrungswelt zu stehen scheinen. Dies macht den Reiz der
Physik aus. Allerdings geraten wir dadurch schnell an die Grenzen unserer Vorstellungskraft.
Um diese zu entwickeln, ist es hilfreich sich in Situationen hineinzudenken und das Problem von
verschiedenen Seiten zu betrachten.

Lerne “Bausteine” fiir
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e Phanomene
e Theorien

e | osungstechniken
Kreativitat ist hdufig das gekonnte Zusammenfiigen von bereits Bekanntem.

6. Beobachte die Losungswege. Damit die Losungsmethoden nicht hinter uniibersichtlichen Her-
leitungen verschwinden, beschaftigen wir uns hier zumeist mit den einfachsten Systemen, die
das Prinzip veranschaulichen. Auch wenn man zu Beginn von den mathematischen Problemen
ein wenig iberwaltigt ist, sollte man versuchen, sich in den Wissenschaftler hineinzuversetzen,
der einen Beweis erfunden hat. Man sollte sich fragen, was ihn oder sie zu dem Losungsweg
bewegt hat. Diese Gedanken leiten liber auf eine hohere Stufe der Abstraktion, de wirklich gute
Wissenschaftler auszeichnen.

7. Setze stets die Formeln in Bilder und Diagramme um.



Chapter 2

Newtonsche Mechanik (1h)

2.1 Eine nicht ganz ernst gemeinte Einleitung

Betrachten wir ein freies Teilchen im leeren Raum, das mit nichts wech-
selwirken kann. Die Bewegungsgleichungen dieses Teilchens diirfen die
Symmetrien des leeren Raumes nicht verletzen. Diese Symmetrien sind
die drei Raumtranslationen, Zeittranslation und die Drehung um drei
unabhangige Achsen. Hinzu kommt, dass ein freies Teilchen nicht zwis-
chen Ruhe und gleichférmiger Bewegung unterscheiden kann. Dieses
letzte Prinzip kann man zum Beispiel in einem fahrenden Zug erfahren.
Wenn wir nicht aus dem Fenster sehen und wenn der Zug sehr ruhig
fahrt, gibt es nichts, was uns sagt, ob der Zug steht oder fahrt: Wir
werden nicht in den Sitz gepresst. Wir erfahren also keinen Widerstand
gegen die Bewegung. Wenn wir etwas fallen lassen, wird es senkrecht
nach unten fallen, egal ob sich der Zug bewegt oder nicht. Diese Sym-
metrien sind die Galilei-Symmetrien von Zeit und Raum.

Nun wollen wir Bewegungsgleichungen fiir eine Bahn 7(t) finden, die
alle diese Symmetrien erfiillen. Zusatzlich machen wir die Annahme, Abb. 2.1: Isaac Newton,
dass die Bahn glatt ist, damit wir die Bewegung durch eine Differential- 1634-1727 (von Godfrey
gleichung darstellen kénnen®. Die allgemeinste Differentialgleichung fiir Kneller, 1702)
eine Teilchenbahn hat die Form?

|
=11

Gt F. 7T, ..) (2.1)

Die Bewegungsgleichung muss eine Vektorgleichung sein, da wir n Gleichungen bendtigen, um n
Unbekannte des Vektors 7 zu bestimmen. Damit die Funktion G Galilei-invariant ist, darf G nicht

explizit von t, rund 7 abhadngen.
Betrachten wir eine Taylor-Entwicklung® der Funktion G, erhalten wir

IRCREL) - 0G; 0G; oG;. oG; ..
Gi(t’rlr’r'.”):Gi+§t+;8iﬁq+;?hrj+zj:?fjrj“-

IDiese Annahme ist streng genommen nicht richtig. In der Tat ldsst sich die Quantenmechanik aus der Annahme
herleiten, dass Teilchen eine etwas zufallige Zitterbewegung ausfiihren. Siehe Nelson[2].

2Mit ;‘bezeichnen wir die erste Zeitableitung der Position des Teilchens, also die Geschwindigkeit. Entsprechend

ist F die zweite Zeitableitung, bzw. die Beschleunigung
3Siehe Anhang D.15

17
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Die einfachste verbleibende Form von G, welche die obengenannten Symmetrien erfiillt?, ist

oG; .. .-
Gi:ZaT-J_fJ:%:m/m

Jj

Die Ableitungen von G nach den Beschleunigungen 7 bezeichnen wir als Masse m; ;. Mit dieser
Funktion G resultiert aus G; = 0 (Gl. 2.1) eine gleichférmige Bewegung

r(t) = r(0) + v(0)t.

Dabei ist 7(0) die Anfangsposition und v(0) die Anfangsgeschwindigkeit.
Wechselwirkungen mit der AuBenwelt fiihren dann zu einer Verletzung der Galilel-Symmetrie und
damit dieses einfachen Gesetzes, was durch das Newtonsche Kraftgesetz ausgedriickt wird.

mr = F(t, 7.7 ...)

Der Proportionalitatsfaktor m bezeichnet die Masse des Teilchens und F die Kraft, welche auf das
Teilchen einwirkt. Die Masse spielt an diesem Punkt noch keine bedeutende Rolle, weil die Bewegung
alleine durch die Beschleunigung ﬁ/m bestimmt wird. Die Masse wird spater wichtig, wenn wir die
Wirkung von Kraften auf unterschiedliche Teilchen vergleichen.

Wir haben gesehen, dass die Bewegungsgleichung zum groBen Teil aus Symmmetrien, wie der
Galilei-Symmetrie, abgeleitet werden konnen. Wir erhalten die Symmetrien aus Beobachtungen und
zweitens mit Hilfe von Idealisierungen. Woher aber kommen die Symmetrien? Das kann ich nicht
beantworten. Man kann den philosphischen Standpunkt einnehmen, dass unser Gehirn diese Konzepte
entwickelt hat, um die Realitdt zu strukturieren und dadurch Gefahren aus dem Weg gehen zu kénnen.
Diese Konzepte haben sich moglicherweise friih in der Evolution entwickelt, als Tiere lernten, sich
gezielt zu bewegen. Pflanzen erfahren die Wirklichkeit wahrscheinlich auf eine ganz andere Weise,
weil Raum fiir sie eine nur untergeordnete Rolle spielt. Warum ist Raum zusammenhangend? Wenn
er komplett chaotisch ware, hatten wir andere Konzepte flir den Raum entwickelt oder gar keine, well
wir uns in ihm nicht gezielt bewegen konnten. Ist es Zufall oder eine Eigenschaft des Universums,
dass Raum und Zeit so nitzlich sind? Warum hat Raum drei Dimensionen und die Zeit nur eine?
Warum hat Raum keine Locher und keine Grenzen? Die Zeit hat in der Tat Locher, wie wir von
durchzechten Parties wissen. Antworten auf diese Fragen findet man vielleicht nur mit Hilfe eines
Glases guten Weins am Ende eines erfiillten Physikerlebens.

2.2 Newtonsche Bewegungsgleichung und Newtons Axiome

Aus der Experimentalphysik ist bereits das Newton’sche Kraftgesetz® bekannt,

KRAFTGESETZ VON NEWTON
Newton's Kraftgesetz fiir ein Teilchen lautet
m? = F(F.F,t) (2.2)

Dabei ist m die Masse und F die Kraft.
Fiir N Teilchen hat Newton's Kraftgesetz die Form

MpTn=Fo(Fi, ..., PNy Fh e Py, t) (2.3)

Dabei ist m,, die Masse des n-ten Teilchens und 7, seine Position.

4Dieses Argument mag an diesem Punkt noch nicht deutlich werden. Die Symmetrie der Bewegungsgleichungen
wird spater noch ausfiihrlich behandelt.
5lsaac Newton: 1642-1726; Englischer Theologe, Mathematiker
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Fir die zweite Zeitableitung der Position 7 des Teilchens, die Beschleunigung, gibt es unter-
schiedliche Schreibweisen.

PF e
ﬁ:r:(ﬂtr

Eine gute Geschichte will von von Anfang an erzahlt sein. Um nicht in der Mitte zu starten,

fiihren wir hier zunachst die Newtonschen Axiome an:®.

NEWTON'SCHE AXIOME

1. Tragheitssatz:? In einem Inertialsystem® verharrt jeder Kérper in einem Zustand der Ruhe oder
einer gleichformigen geradlinien Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Krafte gezwungen
wird, seinen Bewegungszustand zu andern.

2. Bewegungsgleichung und Definition der Kraft:© Die Anderung der Bewegung ist der Ein-
wirkung der bewegenden Kraft proportional und geschieht in die Richtung, in welche jene Kraft

wirktd.
mrF=F

3. Wechselwirkungsgesetz:¢ Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder: Die Wirkun-
gen zweier Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetzter Richtung.”

actio = reactio

4. Superpositionsprinzip: Krafte addieren sich vektoriell

ﬁtot:Z’Ei
i

aLex I: Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus a viribus
impressis cogitur statum illum mutare.

bEin Intertialsystem ist ein unbeschrleunigtes Bezugssystem. Wir werden spater noch ausfiihrlicher auf Bezugssys-
teme eingehen.

“Lex II: Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae, et fieri secundum lineam rectam qua vis illa
imprimitur.

dNewton selbst hat dieses Kraftgesetz anders, und damit allgemeiner, definiert: Fiir ihn ist die Kraft proportional

zur Anderung des Impulses §, also als 5 = F.

€Lex Ill: Actioni contrariam semper et sequalem esse reactionem: sive corporum duorum actiones in se mutuo
semper esse aquales et in partes contrarias dirigi.

fDas Wechselwirkungsgesetz ist der Impulserhaltungssatz, mit dem wir uns in Kapitel 6 beschaftigen werden.

Die Newtonschen Axiome werden in einer modernen Darstellung nicht mehr als grundlegende Ax-
iome angenommen. Sie lassen sich aus den Symmetrien des Raum-Zeit Kontinuums ableiten. Aus
diesen Symmetrien folgt, dass die Bewegung im leeren Raum ohne duBere Einwirkung unbeschleu-
nigt ist. Eine Beschleunigung ist demnach eirle Folge einer duleren Einwirkung, die wir als Kraft
bezeichnen. Newton's zweites Gesetz, F = m7 ist demnach weniger ein Axiom, sondern eine Defi-
nitionsgleichung fiir die Kraft.

2.3 Numerische Losung der Bewegungsgleichung

Bevor wir uns mit den Bewegungsformen und den analytischen Eigenschaften der Dynamik auseinan-
dersetzen, mochte ich dem Leser ein Handwerkszeug in die Hand geben, mit dem man die Dynamik

5Nach Sir Isaac Newton aus dem Jahr 1687
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simulieren und anhand der Simulationen die Eigenschaften der Bewegungen spielerisch erkunden kann.
Der hier vorgestellte Verlet-Algorithmus wird zum Beispiel in der Molekulardynamikmethode ange-
wandt, mit der man die Bewegung von Atomen in Molekiilen und Materialien untersucht.

Wir gehen von der Bewegungsgleichung

mr = F(F) — ar (2.4)
aus, bei der die Kraft aus zwei Teilen besteht: Eine Kraft F(F), die von der Position des Teilchens
abhangt, und die Reibungskraft —ar, die der Geschwindigkeit des Teilchens entgegenwirkt. Die
Losung der Bewegungsgleichung fiihrt auf eine Bahnkurve 7(t), welche die Position 7 des Teilchens
zur Zeit t angibt.

Fiir eine numerische Behandlung miissen wir den sogenannten Zeitschritt A einfiihren, der den
zeitlichen Abstand der diskreten Punkte auf der Bahnkurve bestimmt, die berechnet werden sollen.
Man sagt, dass die Zeitachse diskretisiert wird.

Der Verlet-Algorithmus besteht aus den folgenden Schritten.

1. Ersetze die Ableitungen /;und F in Gl. 2.4 durch die entsprechenden Differentialquotienten 7:

F(t+A) — At — A)
2A
r(t+ A) —27(t) + 7t — A)
A2

wodurch Gl. 2.4 in die folgende diskretisiterte Gleichung iiberfiihrt wird.

m

AQ

[t + 8) = 27(8) + At = )] = F(P) - % Ft+A) — F(t — A)

2. Nun I6sen wir diese diskretisierte Gleichung nach 7(t + A) auf. Dabei verwenden wir der

Einfachheit halber die Variable a < 92

1
1+ a

2 1—a = A?
At+A)=rt)— =t —A)—— + F(r(t))— -
e +8) = Ao — Ft = D)7 + F(r(e) =
3. Nun miissen wir nur noch die Anfangsbedingungen 7(0), F(—A) festlegen und kdnnen dann die
Bewegung Schritt fiir Schritt iterieren.
4. Die einzelnen Schritte bei der Iteration sind:

(a) Berechne die Krafte F(7(t)).

(b) Propagiere die Bahn 7(t + A).

(c) Verschiebe den Zeitschritt: Die Daten werden wie folgt umkopiert
Ft) = r(t — A) F(t+A) — 7(t)

7Zur Herleitung der zweiten Ableitung:

r(t+10) = r(t—1n)

Dann folgt:
A 9

Sei die erste Ableitung: r(t) =

® Fe+ i) -t —3a)  ARr®  fOAE8) g Ay or(t) 4 r(t - A)
r = = =

A A A2
Die Wahl A anstelle von A/2 wiirde die Lésung instabil machen und nur jeden zweiten Gitterpunkt ausnutzen. Man
kann sich das verdeutlichen, indem man den Differenzenquotienten mit der doppelten Verschiebung ansetzt. Ohne
einen Term r in der Differentialgleichung, hingt der Differentialquotient dann nur von jedem zweiten Punkt ab. Die
Werte auf geradzahligen Gitterpunkten waren in dem Fall vollkommen unabh&dngig von den ungeradzahligen Punkten,
sodass der Pfad immer hin und herspringen wiirde.
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Achtung: Der Verlet-Algorithmus wird instabil, wenn der Zeitschritt A zu grol gewahlt wird. Ist
T die kiirzeste Periode der Dynamik, dann sollte der Zeitschritt die Bedingung

1
ANET

erfiillen, um eine hinreichende Genauigkeit zu gewahrleisten.

2.3.1 Ein einfaches Fortranprogramm

Das Folgende ist ein einfaches Programm in Fortran.® Das Programm [6st die diskretisierte Bewe-
gungsgleichung eines Teilchens in einem harmonischen Potential E,0r = %FCF mit einem Reibungs-
faktor a.

mr =—cr—ar

Im vorliegenden Fall ist die Bewegung nur eindimensional. Das Programm ist aber gleich fiir die
Verallgemeinerung auf mehrere Dimensionen angelegt. Es kann leicht variiert werden, um es an
andere potentielle Energien anzupassen.

program main
implicit none
! == Definition der Variablen

integer(4) ,parameter :: n=1 ! Dimension der Koordinaten
real(8) :: rO(n) ! aktuelle Position
real(8) :: rm(n) ! vorherige Position
real(8) :: rp(n) ! naechste Position
real(8) :rov(n) ! Geschwindigkeit

real(8) 20 f(n) ! Kraft

real(8) :: c(n,n) ! Kraftkonstanten

real(8) rom ! Masse

real(8) 1 dt ! Zeitschritt

real(8) :: alpha ! Reibungsfaktor

real(8) :: Etot ! Gesamtenergie

real(8) :: Ekin ! kinetische Energie
real(8) :: Epot ! potentielle energie
integer(4) :: niter ! Anzahl der Zeitschritte
integer(4) :: iter ! Index des Zeitschritts
real(8) troa ! Hilfsvariable

! >k >k 5K ok ok ok ok ok >k >k >k >k >k >k >k >k ok ok ok ok 5k k >k >k >k >k >k >k >k >k ok ok ok 5k k >k >k >k >k >k >k >k ok 5k ok ok 5k >k >k >k >k >k >k >k >k >k ok ok ok %k %k

! == oeffne Dateien fuer Ein- und Ausgabe
open(unit=1000,file=’in.dat’ ,form="formatted’)
open(unit=1001,file=’energies.dat’ ,form="formatted’)
open(unit=1002,file="r.dat’ ,form="formatted’)

! == Lese Eingabedaten =
read(1000,*)m,alpha,c
read(1000,*)dt,niter
read (1000,*)r0
read (1000,*)v

! == bereite Anfangsbedingungen vor
rm(:)=r0(:)-v(:)*dt-0.5d0*matmul (c(:,:),r0(:))*xdt**2

! == Das ist die Schlaufe ueber die Zeitschritte =============
do iter=1,niter

8Ein frei verfiigbarer Fortran compiler ist “gfortran”. http://gcc.gnu.org/fortran/.
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== berechne potentielle Energie und Kraefte
call calcepot(n,c,r0,epot,f)
== propagiere
a=0.5d0*alpha*dt/m
rp(:)= r0(:) x 2.d0/(1+a) &

- rm(:) *x (1-a)/(1+a) &

+ £() * dt*x*2/m/ (1+a)
== Schreibe Energie und Koordinaten
v(:)=(rp(:)-rm(:))/(2.d0*dt)
ekin=0.5d0*m*dot_product (v,v)
etot=ekin+epot
write(*,fmt=>("iter ",i10," etot ",el0.5 ," ekin ",el10.5 &

," epot ",el0.5)’)iter,etot,ekin,epot
write(1001,*)real (iter,kind=8)*dt,etot,ekin,epot
write(1002,*)real (iter,kind=8)*dt,r0(:)
== Vertausche Koordinaten fuer den naechsten Zeitschritt ===
rm(:)=r0(:)
r0(:)=rp(:)

enddo

== nun schliesse die Dateien
close(1000)

close(1001)

close(1002)

stop

end

subroutine calcepot(n,c,r,epot,f)
implicit none

integer(4),intent(in) :: n
real(8) ,intent(in) :: c(n,n)
real(8) ,intent(in) :: r(n)
real(8) ,intent (out) :: epot
real(8) ,intent(out) :: f(n)

sk sk sk ok ok ok sk ok ok o o o o o ko ok ok ok sk ok ok sk sk sk ok ok o o o ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok ok o o o ko ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok
epot=0.5d0*dot_product (r,matmul (c(:,:),r(:)))
f(:)=-matmul(c(:,:),r(:))

return

end

Die Eingabedatei in.dat hat die Form

1

O = O =
O O =

0.
00

01 1.0

Die Eingabeparameter kdnnen beliebig geandert werden.

Das Programm schreibt die Energiebeitrage als Funktion der Zeit in die Datei “energies.dat” und
Diese konnen dann zum Beispiel mit Hilfe des Programms
xmgrace dargestellt werden. (z.B. xmgrace -nxy energies.dat). Das Programm xmgrace ist frei
verfiighar (siehe: http://plasma-gate.weizmann.ac.il/Grace/). Die Resultate sehen dann etwa wie in

die Koordinaten in die Datei “r.dat".

Abb. 2.2 aus.
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Abb. 2.2: Darstellung der Ausgabedaten des Beispielprogrammes fiir den Verlet Algorithmus. Links die
Energien als Funktion der Zeit aus energies.dat. Die volle Linie ist die Gesamtenergie, die gestrichelte
Linie ist die potentielle Energie und die kinetische Energie ist durch Strich-Punkt dargestellt. Rechts
die Bahnkurve als Funktion der Zeit.
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Chapter 3

Bewegungsformen (12h)

3.1 Einfache Modellsysteme

In der Physik abstrahiert man von der Realitat, die in ihrer Gesamtheit zu komplex ist, um sie ganz zu
erfassen. Deshalb untersuchen wir einfache Modellsysteme, um das Wesentliche eines Problems zu
erkennen. AnschlieBend werden diese Modelle kombiniert, um komplexere Situationen zu beschreiben.
Das Ziel ist es, von einfachen Problemen zu lernen, um dann mit Hilfe von Verallgemeinerungen
Vorhersagen fiir Situationen zu treffen, die noch nicht beobachtet wurden.

Die meisten realen Systeme lassen sich nicht exakt beschreiben. Zum Einen mag das System
nicht vollstandig bestimmbar sein (Dreckeffekte!). Vielleicht sind auch die Bewegungsgleichungen
nicht genau bekannt. Oder das System ist einfach so komplex, dass man keine exakte Losung finden
kann. Vielfach ist eine exakte Losung eines Problems auch gar nicht von Interesse, solange man eine
nur hinreichend genaue Losung finden kann.

Aus kognitiver Sicht sind Modellsysteme wie Worte, die Buchstaben zusammenfassen. Wiirden
wir beim Lesen jeden einzelnen Buchstaben betrachten, ware das nicht sehr effizient. Deshalb pragen
wir uns das Gesamtbild eines Wortes ein und erkennen Worte als Einheiten. Beim Lesen fallen uns
daher kleine Tippfehler kaum auf. Genauso erlauben es die Modellsysteme viele Eigenschaften eines
Systems sofort mit einem begrifflichen Konzept, dem entsprechenden Modellsystem, in Verbindung
zu bringen und gemeinsam zu erfassen.

Deshalb spielen idealisierte Modellsysteme in der Theoretischen Physik eine wichtige Rolle. Ins-
besondere lassen sich einige Modellsysteme auf eine weite Klasse von Problemen verallgemeinern.
Dazu gehoren

1. das freie Teilchen,

2. der freie Fall,

3. der harmonischer Oszillator und

4. das Zentralfeldproblem (Keplerproblem, Streuprobleme).

Die Modellsysteme 1 — 3 ergeben sich, wie in Bild 3.1 schematisch dargestellt, aus einer Taylor-
Entwicklung des Potentials> um einen Punkt im Raum, wobei nur der erste nichtverschwindende
Term beriicksichtigt wird.

Freies Teilchen: Ist ein Teilchen so schnell, dass es die Variation des Potentials nicht mehr spiirt,
kann die Variation des Potentials vernachlassigt werden. In anderen Worten: Die Variation der

1Dreckeffekte nennt man Effekte, die im Experiment nicht kontrollierbar sind. Zum Beispiel konnte eine Material-
probe nicht geniigend rein herzustellen sein. Solche Effekte fiihren spater haufig zu interessanten Forschungsthemen.

2Das Potential V/(7) hangt mit der Kraft durch die Beziehung F = —VV/(F) zusammen. Beachte, dass nicht alle
Kraftfelder ﬁ(F’) durch ein Potential dargestellt werden konnen.

25
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Freies Teilchen

Vo

Abb. 3.1: Dieses Bild soll anhand eines beliebigen Potentials die Rolle der Modellsysteme des freies
Teilchens, des freien Falls und des harmonischen Oszillators illustrieren.

potentiellen Energie ist gegeniiber der kinetischen Energie vernachlassigbar. In diesem Fall
kann das Problem durch das Modell eines freien Teilchens beschrieben werden, auf das keine
Krafte wirken.

<y
o

x ¥

Freier Fall: Wenn die Kraft nur gering von Ort und Zeit abhangt, kann die Ortsabhangigkeit der
Kraft vernachlassigt werden. Das Problem ist dann dquivalent zu dem des freien Falls. Der
Freie Fall beschreibt ein Masseteilchen das eine konstante Gravitationskraft erfihrt.3

ungee”’ :

Harmonischer Oszillator: Ist ein Teilchen durch Reibung zur Ruhe gekommen, dann liegt es in einem
Minimum des Potentials. An diesem Punkt verschwindet die Kraft. Betrachten wir die Bewe-
gung nur in der unmittelbaren Umgebung dieser Gleichgewichtslage, dann kann die Bewegung
durch den harmonischen Oszillator beschrieben werden, bei dem die Kraft proportional zu den
Auslenkungen ist.*

3Eigentlich ist die Gravitationskraft nicht exakt ortsunabhingig. Diese Niherung ist aber fiir Prozesse auf der
Erdoberflache durchaus angemessen.

4Die Karikatur stammt von Ehrich Ohser 1903-1944, der unter dem Synonym E.O.Plauen publizierte. Bekannt
durch Illustration der Werke von Erich Kastner und die lllustrationsreihe Vater und Sohn in der "Berliner lllustrirten”.
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Zentralfeldproblem: Das Zentralfeldproblem ist ein Modell fiir ein System, bei dem ein Punkt im
Raum ein ausgezeichnetes Zentrum bildet. Fiir unser Planetensystem ist die Sonne ein beson-
deres Zentrum, weil die Sonne durch ihre groBe Masse die Bewegung der Planeten bestimmt.
Das entsprechende Potential ist kugelsymmetrisch.

Ist das Potential proportional zu 1/|7], dann liegt das sogenannte Keplerproblem vor. Das
Keplerproblem ist einerseits auf die Planetenbewegung und auf der anderen Seite auf die Be-
wegung eines Elektrons in einem Atom anwendbar. Das Keplerproblem V/(7) ~ ﬁ entspricht
allgemein einer sogenannten “langreichweitigen Wechselwirkung™:

Das Zentralfeldproblem wird spater in Kapitel 6.7 behandelt.

Im Folgenden werden wir diese Modellsysteme im Detail l16sen. Der Losungsweg ist im Detail
dargestellt, auch wenn dieser in manchen der vorliegenden Falle trivial erscheint. Das Augenmerk liegt
hierbei auf der Demonstration und der Gegeniiberstellung von Losungsstrategien, die am deutlichsten
anhand von einfachen Problemen demonstriert werden kénnen.

D.12 269
3.2 Das freie Teilchen
Vi
Vo
—
VO

x ¥

Das freie Teilchen ist kraftefrei und erfiillt daher die Differentialgleichung:
mr =0

welches sich direkt aus Newton's Gesetz Gl. 2.2 fiir eine kraftefreie Bewegung ergibt.
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Diese spezielle Bewegungsgleichung kann durch Integration gelost werden.
t -n . - — - -
/ dt' F(t')=F(t)-F0)=0 = 7(t)="r0)
0
t - t - - -
/ dt’' F(t') = 7(t) — F(0) = / dt' 7(0) =F(0)t = F(t) = F(0)+ F(0)t
0 0

Wir erhalten also

wobei die Integrationskonstanten die Startposition (a) und die Startgeschwindigkeit (b) die Anfangs-
bedingungen sind. In Abwesenheit von Kraften bewegt sich ein Teilchen auf einer geraden Linie mit
konstanter Geschwindigkeit, also geradlinig und gleichformig.

Anhand dieses einfachen Beispiels machen wir eine wesentliche Beobachtung von allgemeiner
Bedeutung: Die Bewegungsgleichungen lassen eine Vielzahl von mdglichen Bahnkurven zu. Um
die Bahnkurve eindeutig festzulegen, benotigt man zusatzlich zu den Bewegungsgleichungen einen
Satz von Anfangs- oder Randbedingungen °, die den Integrationskonstanten entsprechen. Die
Notwendigkeit, Randbedingungen vorzugeben, ist eine allgemeine Eigenschaft von Differentialgle-
ichungen.

Die Anzahl der Anfangs- und Randbedingungen ist dabei gleich der Ordnung der Differentialgleichung
multipliziert mit der Dimension der betrachteten Bewegung.

Anhand dieses Beispiels wird deutlich, warum man bei der Losung von Differentialgleichungen
von Integration der Bewegungsgleichung spricht. Die Anfangsbedingungen spielen die Rolle der
Integrationskonstanten bei der “Integration der Differentialgleichung”.

3.3 Freier Fall

<Y

Der Freie Fall beschreibt die Bewegung eines Teilchens unter dem Einfluss einer konstanten Kraft.

Dabei stellt man sich zum Beispiel die Erdanziehung vor, die auf alle Korper auf der Erdoberflache
wirkt.%. Diese Kraft ist

F = —mgé, ,
wobei m die Masse des Korpers, auf den die Kraft wirkt, ist. Die Naturkonstante g = 9.81% ist die

sogenannte Fallbeschleunigung. Sie ist spezifisch fiir die Erdanziehung auf der Erdoberflache und
ist deshalb nicht auf z.B. den Mond iibertragbar. Der Vektor €, ist der Einheitsvektor, der vertikal

5Anfangsbedingungen sind ein Spezialfall von Randbedingungen. In dem Fall ist der Rand eines Zeitintervalls
gemeint. Der Anfang ist natiirlich auch der Rand dieses Intervalls.

5Die Erdanziehungskraft ist nur niherungsweise konstant. Sie fillt oberhalb der Erdoberfliche umgekehrt propor-
tional zum Abstandsquadrat vom Erdzentrum ab.



3 BEWEGUNGSFORMEN (12H) 29

nach oben zeigt, d.h, von der Erdoberflache weg. Typische Beispiele des freien Falls sind die Flugbahn
eines Schneeballs oder die eines Bungee-Springers.

Das Modellsystem des Freien Falls ist aber nicht auf die Schwerkraft beschrankt. Ein Auto, das
mit konstanter Kraft beschleunigt, oder ein Elektron in einem konstanten elektrischen Feld, wird mit
derselben Bewegungsgleichung beschrieben.

Wir beginnen mit dem Newtonschen Kraftgesetz Gl. 2.2
mF = F, (3.1)

wobei die Kraft l—:o konstant sein soll.

Hier wird eine weitere Technik fiir die Losung einer Differentialgleichung vorgestellt. Man “rat”
einen Ansatz fiir die Losung, die freie Parameter enthalt. Die Parameter werden anschliekend durch
Einsetzen in die Differentialgleichung bestimmt. Gibt es keinen geeigneten Parametersatz, dann muss
man einen anderen Ansatz wahlen.

Wir miissen also einen Ansatz finden. Der Zusammenhang von Differentialgleichungen und Inte-
gration legt einen Ansatz der Form

F(t) = &+ bt + ct? (3.2)

nahe, weil zweifache Integration einer Konstanten Potenzen bis zur zweiten Ordnung in t erzeugt. ’
Nun gilt es, die freien Parameter &, B, C durch

1. die Bewegungsgleichung Gl. 3.1 und
2. die Anfangsbedingungen® F(t = 0) = 7 und %(t =0)=%

zu bestimmen. Dabei ist i die Anfangsposition und Vp die Anfangsgeschwindigkeit.
Im Folgenden werden diese Schritte im Detail vorgefiihrt.

Einsetzen in die Bewegungsgleichung

Ft) 2?3+ bt+ct? = F=b+2et = F=2F
- F
FOG/':31mF:2m€ = c=-2
2m
Einsetzen in die Anfangsbedingungen
|

At=0=n °=?  F=7%

. . GI. 3. .

I’(tZO):Vo :59’2 bZVO

Durch Einsetzen der Parameter in den Ansatz erhalten wir die Losung der Bewegungsgleichung

1 -
F(t) = Ry + Vot + — Fot? .
r() nh+ Vo +2m 0 (33)

Analyse der Bahnkurve

Unser Ziel ist es, uns ein Bild der Bahnkurve zu machen. Dazu zeigen wir zuerst, dass die Bahnkurve
in einer Ebene liegt. AnschlieBend bestimmen wir die Bahn z(x) in dieser Ebene, wobei z die Hohe
und x die horizontale Koordinate des Teilchens ist.

"Man kénnte auch eine allgemeinere Potenzreihenentwicklung 7(t) = >0 ant" als Ansatz wihlen.
8Alternativ zu den Anfangsbedingungen kénnte man zum Beispiel auch zwei Randbedingungen, wie Anfangs- und
Endposition, vorschreiben.
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Man kann leicht tUberpriifen, dass sich die Bahnkurve in einer Ebene liegt, die von der Kraft /-:0 und
der Anfangsgeschwindigkeit ¥y aufgespannt wird. Wir bestimmen dazu den Abstand d der Bahnkurve
r(t) von dieser Ebene:

d = (F(t) — i) % x Fo (3.4)

|V x Fol

Die Ebene ist dadurch definiert, dass der Abstand d alle Punkte auf der Ebene verschwindet. Die
Forderung d = 0 mit Gl 3.4 ist gerade die sogenannte Ebenengleichung, welche in Anhang D.6.3
erklart wird.

_def o F
Der Vektor & = ‘f’xg‘)
0

T Fol ist der Normalenvektor der Ebene, welche durch Geschwindigkeit und Kraft

aufgespannt werden. Er ist normiert, d.h. er besitzt die Lange 1. Die Projektion des Abstandvektors
des Punktes 7(t) von einem beliebigen Vektor in der Ebene, z.B. 75 ergibt den Abstand von der Ebene.

Durch Einsetzen der Bahnkurve GIl. 3.3 in Gl. 3.4 weisen wir nach, dass die Bahnkurve in der
Ebene liegt:

7 x F
d(t) Gl 3.4 (F(t) - 7) - \io X ﬁo
Io x Fol

1 - vy x F
ol23 (B + ot + o Fot? — F0> 220
2m Vo x Fol
) % x Fo
IVo x Fol

=0 =0
—_—~ ——~

% - (Vo x Fo) L/'jO'(VoX/':o)zz
|70 x Fol 2m | x Fol

1 -
= (\701’+F0t2
2m

Beide Terme verschwinden, weil das Spatprodukt® 3-(bx &) verschwindet, wenn zwei seiner Vektoren
identisch sind. Damit haben wir gezeigt, dass die Bahn in einer Ebene liegt, die durch die Kraft und
die Anfangsgeschwindigkeit aufgespannt wird und die Anfangsposition enthilt.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit legen wir diese Ebene in die x-z-Ebene derart, dass die
z-Achse antiparallel zur Kraft steht und die x Achse entlang der horizontalen bewegungsrichtung
zeigt.

Die Bahnkurve erhalten wir nun, indem wir eine Koordinate x(t) nach der Zeit auflésen und das

9Siehe Anhang D.3.4 auf S. 242 fiir eine Beschreibung des Spatprodukts.
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Resultat t(x) in z(t) einsetzen.

Flg 1
x(0) OPE S vt = tx) = —(x =)
0,x
1
Z(T_') G/‘:3‘3 ZO+VO,Zt+ 7F0’Zf2
2m
_ Yoz, _ Foz (v
= 20+ o (x — x0) + mig, (x = xo)
Die Bahnkurve ist also eine Parabel. Sie ist in Abb. 3.2 dargestellt.
Az
X
Z -
X0

Abb. 3.2: Die Bahnkurve des freien Falls ist eine Parabel. Die Punkte sind Schnappschiisse mit
gleichen Zeitabstanden.

3.4 Teilchen mit konstanter Kraft und Reibung

Nun fiihren wir zusitzlich zur konstanten Kraft F eine Reibungskraft ein. Wir erhalten dann die
Bewegungsgleichung

mr = I—ro—a% (3.5)

Die Reibungskraft ist der Geschwindigkeit entgegengesetzt und verlangsamt die Bewegung. Der
Proportionalitatsfaktor a wird Reibungskoeffizient genannt.

Die Ursache der Reibung ist die Umwandlung von mechanischer Energie der Bahnbewegung in
thermische Energie, also Warme. Gleitet ein Korper auf einem Anderen, dann verformen sich kleinste
Verzahnungen der Materialoberflachen auf der Gleitflaiche. Dabei werden die Atome an den Ober-
flachen in Schwingungen versetzt, die sich in das Innere der Korper fortsetzen, und damit Energie
in das Material hineintragen: Es ensteht Reibungswidrme. Sind die Oberflachen durch ein Gleitol
voneinander getrennt, dann wird das Ol beim Gleitvorgang verwirbelt, wodurch es sich wiederum
erwarmt. Diese Warme wird wiederum ins Innere der Korper abgefiihrt. Die als Warme abgefiihrte
Energie steht der Bewegung nicht mehr zu Verfiigung, weshalb sich der Korper verlangsamt.

Bei der Losung der Differentialgleichung verwenden wir einen Trick: In der Differentialgleichung

Gl. 3.5 tritt nur die Geschwindigkeit v % 7 aber nicht die Position des Teilchens auf. Deshalb

losen wir zunachst die Bewegungsgleichung fiir die Geschwindigkeit und integrieren anschlieBend die
Geschwindigkeit, um die Position als Funktion der Zeit zu erhalten. Wir haben damit die Differ-
entialgleichung zweiter Ordnung, Gl. 3.5, in zwei einfachere Differentialgleichungen erster Ordnung
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zerlegt.

Fo= v (3.6)

my 2536 Fo—av (3.7)

(&2

Wir haben es hier mit einem Spezialfall eines allgemeinen Prinzips zu tun:

Jede Differentialgleichung kann auf ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung abgebildet
werden.

Wir bestimmen also zunachst die Losung der inhomogenen Differentialgleichung fiir die Geschwindigkeit
Gl. 3.7. Die Inhomogenitat ist gerade Fy. Wie in Def. D.8 (siehe S. 271) erwahnt, erhdlt man die
allgemeine Losung einer inhomogenen Differentialgleichung als Superposition einer speziellen Losung
der inhomogenen Differentialgleichung, Gl. 3.7, und einer allgemeinen Losung der entsprechenden

homogenen Differentialgleichung, namlich mv = —apv.

1. Wir bestimmen also zunachst eine beliebige spezielle Losung der inhomogenen Differentialgle-
ichung. Leider gibt es dafiir im Allgemeinen kein systematisches Losungsverfahreni® sodass
man sich auf den eigenen Erfindungsreichtum verlassen muss.

Weil die Reibungskraft linear mit der Geschwindigkeit ansteigt, gibt es eine gewisse Geschwindigkeit,
bei der sich die Reibungskraft mit der konstanten Kraft Fo gerade die Waage hilt, sodass sich
das Teilchen mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Wir miissen also nur diese Geschwindigkeit
bestimmen, um zu einer speziellen Losung zu gelangen.

Ausgehend von Gl. 3.7 setzen wir die Geschwindigkeit konstant, d.h. \.7: 0, und erhalten

. t 5 1.
mi 2 Ry B v= ~Fo (3.8)
2. Nun bestimmen wir die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung mv = —av.

Die Gleichungen der drei Komponenten sind entkoppelt. Wir I6sen sie getrennt mit Hilfe des
den Exponentialansatzes

vi(t) = Ae™™t (3.9)

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

Gl39 mA/(—N)e_M = —aAe Mt
a
- (3.10)
At) = Aot (3.11)

Der Vektor A enthilt die drei Integrationskonstanten der dreidimensionalen Differentialgleichung
erster Ordnung.

3. Durch die Superposition der speziellen Lésung Gl. 3.8 mit der allgemeinen Losung Gl. 3.11 der
homogenen Gleichung , erhalten wir die allgemeine Losung fiir die Geschwindigkeit v(t).

]_ =3 — a
V() = ~Fo+Ae (3.12)

10Speziell fiir lineare inhomogene DGL gibt es eine systematische Methode, niamlich die in Anhang D.12.5
beschriebene Methode der Variation der Konstanten. Eventuell muss man Differentialgleichungen hoherer Ordung
auf ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung abbilden, wie das in Anhang D.12.3 beschrieben ist.
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Wir iiberpriifen das Resultat durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung, Gl. 3.7,

mvV=F,—av

Gl.312 _=( Q\ _a = 1 - e
= mA(——)e mt:Fo—a{F(ﬁ—Ae mt}
m a
— —_——
v v

Diese Identitat ist offensichtlich erfiillt. Wir haben also damit die allgemeine Lésung der inho-
mogenen Differentialgleichung erhalten.

4. Nun miissen wir die freien Konstanten, A, durch die Anfangsbedingungen ausdriicken. Es bietet
sich an, die Anfangsgeschwindigkeit als Anfangsbedingung zu wahlen, d.h.

7(t=0) =7 (3.13)

Durch Einsetzen der Losung Gl. 3.12 in die Anfangsbedingung Gl. 3.13 erhalten wir
S R L 1.
VOZ*F()-’-A = A:VO—*FO
a a
v(t=0)

Die Geschwindigkeit hat also die Bahn
V(t)—ll-j + (- LR)e st (3.14)
=500 o= "o .
5. Integration der Geschwindigkeit aus Gl. 3.14 liefert die gesuchte Bahn 7(t) fiir die Positionen:

ity = F’(O)—i—/otdt’ v(t)

~Y
~Y

Abb. 3.3: Eindimensionales System mit konstanter Kraft und Reibung. Links: Bahnkurve; rechts:
Geschwindigkeit.

Mogliche Bahnkurven sind in Abb. 3.3 dargestellt. Die Bahn nimmt eine konstante Endgeschwindigkeit
an, die unabhangig von den Anfangsbedingungen ist. Die Endgeschwindigkeit wird exponentiell erre-
icht.



34 3 BEWEGUNGSFORMEN (12H)

3.5 Eindimensionaler harmonischer Oszillator

3.5.1 Einfiihrung

Ein harmonischer Oszillator zeichnet sich dadurch aus, dass die Kraft proportional zur Auslenkung
ist. In einer Dimension erfiillt er die Bewegungsgleichung

mX = —cx

Dabei wird ¢ als Kraftkonstante bezeichnet.
Der harmonische Oszillator ist das wohl bedeutendste Modellsystem in der Physik.

e Einerseits beschreibt der harmonische Oszillator eine haufige physikalische Situation, namlich
das Verhalten in der Umgebung einer Gleichgewichtslage. Ein harmonischer Oszillator zeich-
net sich durch eine einzelne, wohldefinierte Frequenz aus. Damit ist er die Grundlage der
Beschreibung von allgemeinen Phanomenen wie Resonanz, Absorption und Lebensdauer von
Anregungen.

e Zum Anderen lasst sich der harmonische Oszillator in fast jeder Theorie analytisch l6sen. Er
bildet daher den Ausgangspunkt von komplexeren Problemen. So kann die Quantenfeldtheorie,
welche die Grundlage der Beschreibung von Elementarteilchen bildet, mit Hilfe eines komplexen
harmonischen Oszillators verstanden werden. Die Sattelpunktsnaherung, eine der wichtigsten
Naherungen in der statistischen Physik, fiihrt ein Probem auf harmonische Oszillatoren zuriick.

Wir wollen nun einige Realisierungen des harmonischen Oszillators erwahnen. Sie sind in Abb. 3.4
dargestellt.

e Federpendel: ein Gewicht hangt an einer elastischen Feder, die wiederum an einem festem
Punkt aufgehangt ist. Die potentielle Energie ist

1
V(z) = 5622 + mgz

Dabei ist ¢ die Kraftkonstante, m die Masse des Gewichts und g ist die Fallbeschleunigung.
Die vertikale Position des Gewichts relativ zum Aufhangepunkt der Feder wird mit z bezeichnet.
Halten sich die Federkraft und die Erdanziehung die Waage, dann bleibt das Pendel in Ruhe.
Diese Ruhelage zy erhalt man also aus

av 0 m

dz|, - =79

Entwickelt man das Potential um die Ruhelage erhalten wir
1
V(z) =V(2) + EC(Z - z)?
= F,(z) = -0,V (z) = —c(z — 2)

Das Potential hat also Parabelform und die Kraft ist proportional zur Auslenkung, was einen
harmonischen Oszillator charakterisiert.
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Sl
=08600—

Abb. 3.4: Realisationen des harmonischen Oszillators. Oben links: Federpendel. Oben rechts Faden-
pendel, Unten: Elektrischer Schwingkreis.

e Fadenpendel:: Die Erdanziehung bewirkt eine Riickstellkraft der Auslenkung. Das Fadenpendel
ist nur fiir kleine Auslenkungen durch den harmonischen Oszillator beschreibbar.

e Elektrischer Schwingkreis: Der elektrische Schwingkreis ist ein elektronische Bauteil, welches
das Senden von Radiosignalen, bzw. deren Empfang, ermoglicht. Beim Senden erlaubt er die
Erzeugung eines starken Signals mit wohldefinierter Frequenz. Beim Empfang filtert er eine
Frequenz aus einer Vielzahl unterschiedlicher Frequenzbander heraus.

In einem Schwingkreis wird ein Kondensator mit Kapazitat C mit einer Spule mit der Induk-
tivitdt L in einem Stomkreis in Reihe geschaltet. Der Schwingkreis kann zum Beispiel angeregt
werden, indem man eine Spannung an den Kondensator anlegt, und diese Spannung dann plot-
zlich abschaltet. Die Ladung des Kondensators kann mit Hilfe der Kapazitat C = Q/U und der
angelegten Spannung U bestimmt werden. Wenn die Spannungsquelle getrennt wird, entladt

sich der Kondensator. Die Ladung flieBt durch die Spule und der Strom | = Q induziert ein
magnetisches Feld in der Spule. Der Aufbau des magnetischen Feldes entzieht dem Strom En-

ergie, was sich ein einer Gegenspannung U = —L/ am Kondensator dufert und dem Stromfluss
entgegenwirkt. Wird der Strom schwacher, bricht das Magnetfeld zusammen, was den Strom
durch die Spule antreibt und damit den Kondensator, mit entgegengesetzter Polung, wieder
aufladt. Dieser Prozess des Entladens und Aufladens des Kondensator wiederholt sich immer
wieder, bis die Energie anderweitig in Warme umgewandelt wird.

Wir erhalten also die Differentialgleichung

Q=cu La=0 1ou=ti 1

CQ C LC

die einem harmonischen Oszillator entspricht. Der einzige Unterschied zu den vorherigen
Beispielen ist, dass die Koordinate hier eine Spannung und keine Position ist.
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3.5.2 Losungsweg zum harmonischen Oszillator
Der eindimensionale harmonische Oszillator ist durch eine Bewegungsgleichung der Form
m-X = —cx

charakterisiert. Fiir ein mechanisches System ist m die Masse und ¢ die Kraftkonstante.

Vergegenwartigen wir uns noch einmal die Schritte, die zur Losung einer Differentialgleichung
notwendig sind:

1. Ansatz wahlen.
2. Unbekannte identifizieren
3. Unbekannte bestimmen. Es werden die folgenden Gleichungen verwendet:

(a) Bewegungsgleichung
(b) Rand-/Anfangsbedingungen

4. Unbekannte in den Ansatz einsetzen.

Jetzt werden wir die einzelnen Schritte durchgehen.
1. Zunachst wahlen wir einen Ansatz:

x(t)=A-e“t + B.e vt (3.15)

2. Unbekannten identifizierem: Die Unbekannten sind A, B, w, die komplexe Werte annehmen
diirfen. Die lIdentifizierung der Unbekannten scheint in diesem Falle trivial. Es miissen die
freien Variablen von anderen Variablen, wie z.B. die Kraftkonstante, in der Differentialgleichung
unterschieden werden.

3. Unbekannte bestimmen:
(a) Aus der Bewegungsgleichung folgt
m- x(t) = —cx(t)
—mw? [A-e¥' + B.e W = —c[A- ¥+ B.e ]

c
w==+4/—

(b) Aus den Anfangsbedingungen erhalten wir

x(0) = xo und x(0) = vo

G/.:?;.15 xo=A+B und v = iw(A—B)

Wir driicken dieses Gleichungssystem durch eine Vektorgleichung aus.

()= (L))

L . 1
Indem wir die Inverse!l der Matrix (
i

) von links multiplizieren konnen wir die
W —iw

11Dje Formel fiir die Inversion einer zweidimensionalen Matrix sollte man auswendig lernen

-1
A B B 1 D —-B
cD T AD-BC\-C A
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Gleichung nach (2) auflosen.

el () -(5)

So konnen A und B bestimmt werden:

1 Vo
A== BoE
20t 5y
1 Vo
Bi — - .
27% 7 2w

4. Schliellich setzen wir die Unbekannten in den Anzatz Gl. 3.15 ein, um die endgiiltige Losung
zu erhalten

1 1 |
x(t) = 3 (xo . /%) e+ 3 (xo + /%) it (3.16)

wobei w = /. Beachtenswert ist, dass die Losung rein reell ist, obwohl wir einen komplexen
Ansatz verwendet haben.

Man kann die obige Losung unterschiedlich darstellen, und man sollte mit diesen Darstellungen
vertraut sein.
Wir haben bereits bemerkt dass die Losung Gl. 3.16 rein reell ist. Sie lasst sich als

x(t) = Re [(xo - %) e"wf] (3.17)

darstellen. Weil der Vorfaktor komplex ist, tragen zum Realteil sowohl der Sinus als auch der Kosinus
bei. Haufig wird nur eine komplexe Losung angegeben. Das hat dann die Frage nach der Bedeutung
des Imaginarteils zur Folge. Implizit denkt man sich dabei dass der Realteil der Losung genommen
werden sollte.

Den komplexen Vorfaktor konnen wir durch Absolutbetrag @ und Phase ¢ darstellen, d.h.

V -
Xo — i22 = Qe
w
was uns auf die folgende Form fiihrt.

x(t) = Re [Qe®e™!] = Re [Qe“‘“”“’ﬂ
= Qcos(wt + ¢) (3.18)

Wir haben e &' cos(x) + i sin(x) verwendet. Wir konnen nun erkennen, dass es sich bei der Lésung
um eine verschobene Kosinusfunktion handelt. Der komplexe Vorfaktor bietet uns hier eine elegante
Moglichkeit, die Phasenverschiebung auszudriicken.

SchlieBlich koennen wir die Exponentialfunktion direkt durch Sinus- und Kosinusfunktionen aus-
driicken.

Der Nenner ist gerade die Determinante der zu invertierenden Matrix. Diese und weitere Matrixoperationen zweidi-
mensionaler Matrizen sind in Anhang D.5.3 zu finden.
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BAHN DES EINDIMENSIONALEN HARMONISCHEN OSZILLATORS

Die Bahn des eindimensionalen harmonischen Oszillators

mx = —cx

ist

Vo .
x(t) = xp cos(wot) + w—o sin(wot)
0

wo & ,/% (3.19)

Dabei ist wq die Kreisfrequenz des harmonischen Oszillators, xp die anfangliche Auslenkung, d.h.
xo = x(0), und vo = x(0) ist die Anfangsgeschwindigkeit.

mit

Die Bewegung des harmonischen Oszillators ist also periodisch: Sie wiederholt sich nach einer
Periode 7, d.h. x(t+ T) = x(t). Die Periode ist die Dauer einer vollstandigen Schwingung.

Definition 3.1 FREQUENZ UND KREISFREQUENZ
Die Frequenz f ist als Inverse der Periode T definiert, d.h.

1
Fe= (3.20)

Die Einheit der Frequenz ist das Hertz (Hz). (1Hz=1s71)
Die Kreisfrequenz w einer periodischen Bewegung ist als

2T
=2f = — 21
w s T (3.21)

definiert. Die Kreisfrequenz hat die Einheit s~1. Die Einheit Hertz (Hz) ist fiir die Frequenz reserviert
und darf nicht fiir die Kreisfrequenz verwendet werden.

3.6 Uberblick: Lineare homogene Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

Wir haben gesehen dass man Differentialgleichungen mit einem geeigneten Ansatz schnell |6sen kann.
Das “Raten” eines geeigneten Ansatzes ist allerdings schwierig.

Speziell fiir homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten eignet sich immer der
Exponentialansatz e}, wobei A sowohl reell als auch komplexwertig sein kann. Dieser Ansatz wandelt
eine homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten in eine algebraische Gleichung um.
Letzere kann mit konventionellen Methoden gelost werden.

Es hat sich eingebiirgert, den Exponentialansatz gleich mit Hilfe der periodischen Funktionen
eM = et quszudriicken, weil Frequenzspektren in der Physik eine wichtige Rolle spielen. Wir nennen
die Funktionen et auch ebene Wellen'2 Wird die Kreisfrequenz rein imaginar, erhalten wir wieder
die Exponentialfunktion.

12Der Begriff “Ebene Welle" ist als Verallgemeinerung von der raumlichen Ebenen Welle k7 abgeleitet. Sie heilt
“eben”, weil die Funktion e’k” seinen Wert innerhalb einer Ebene, die senkrecht auf dem Wellenvektor k steht, nicht
andert.
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Eine homogene lineare eindimensionale Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten lasst
sich immer in die Form

ax(t) + boyx(t) + cO?x(t) +... =0 (3.22)
bringen. Wenn x(t) = et dann gilt

x(t) = et
Orx(t) = iwe™t
2x(t) = (iw)?e™*

a7x(t) = (iw)"e™*
Aus der Differentialgleichung Gl. 3.22 wird durch Einsetzen eine algebraische Gleichung

ae'™t + b(iw)e™t + c(iw)?e™t + ... =0
= a+ b(iw) + c(iw)®>+...=0

Wir miissen also “nur noch” die Nullstellen eines moglicherweise komplexen Polynoms von w bes-
timmen. Jede Nullstelle w; fiihrt auf eine mogliche Partiallésung. Ein Polynom n-ter Ordnung hat
exakt n Nullstellen in der komplexen Ebene, wobei allerdings mehrere Nullstellen zusammenfallen
konnen. Dies spiegelt wider, dass eine eindimensionale Differentialgleichung n-ter Ordnung n Losun-
gen besitzt und damit n Anfangs- oder Randbedingungen benotigt, um eine eindeutige Losung zu
erhalten.

o Ist eine Nullstelle rein reell, erhilt man eine Schwingung e™?, die sich aus Kosinus- und Sinus-
funktionen zusammensetzt.

e Ist die Nullstelle rein imaginar, erhilt man eine Exponentialfunktion e**t.

e Liegen die Nullstellen selber am Ursprung, d.h. w = 0, dann erhalt man eine Potenz von t wie
t". Die Potenzen folgen aus dem Grenziibergang limy_,o sin(wt) = wt. Ein Beispiel hierfiir ist
das freie Teilchen mX = 0.

3.7 System von Massepunkten

Betrachten wir mehrere Teilchen, ist es haufig niitzlich, alle Koordinaten in einen 3/N-dimensionalen
Vektor zusammmenzufassen, wobei N die Anzahl der Teilchen ist. Ist R, die Position des n-ten
Teilchens mit den Koordinaten R; ,, dann ist

Rx,l
Ry
Rz,l
RX,Q
R= /;y,z

z,2
Rx,3

RZ,3
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der 3N-dimensionale Koordinatenvektor mit Komponenten R;. Der Index j fasst also Koordinatenin-
dex und Teilchenindex in einen Index zusammen. Es ist also darauf zu achten, ob sich ein Vektor bzw.
seine Koordinaten auf den 3-dimensionalen Koordinaten Raum oder den 3N-dimensionalen Konfig-
urationsraum bezieht. Fiir eine Gleichung im Konfigurationsraum werden die Krifte £, welche auf
die einzelnen Atome wirken, zu einem 3N-dimensionalen Vektor zusammengesetzt.

Die Massen kann man entsprechend in einem Massentensor m zusammenfassen. Ist M, die
Masse des n-ten Teilchens, dann wird jeder Koordinate dieses Teilchens die selbe Masse zugeordnet.
Jede Koordinate besitzt dann eine Masse m;; = M,, wenn der Index j wieder Teilchen- und Koordi-
natenindex zusammenfasst und von 1 bis 3N lauft, und n der Teilchenindex ist, der zur Koordinate j
gehort.

Die Massen bilden keinen Vektor, sondern einen Tensor!'3, der als Matrix geschrieben wird. In
unserem einfachen Fall ist der Massentensor als eine einfache Diagonalmatrix mit den Elementen
m;j = m; ;0;; darstellbar. Verwenden wir die Schreibweise von M, mit dem Teilchenindex, sind die
Elemente des Massentensors

mi 0 0 0 0 O M0 0 0 0 O
0 mo 0 0 0 O 0OM 0 0 0 0
0 0 msz 0 0 O 0 0MO 0 0

me| 0 0 0 ms 0 0 — |l oo omo o0
0 0 0 0 mss O 000 O0MO...
0 0 0 0 0 mes... 0000 0 M,...

Warum ist die Masse ein Tensor und kein Vektor?

e Man sieht leicht, dass sich die Massen nicht andern, wenn man das Koordinatensystem wechselt.
Wir werden sehen, dass die Transformationseigenschaften unter Koordinatentransformationen
eine wesentliche Eigenschaft eines Vektors ist.

e Zum anderen haben die Newtonschen Bewegungsgleichungen im Konfigurationsraum die Form

mR = F(R,R, t)

Wiirde ich den Massentensor auf der linken Seite durch einen Vektor ersetzen, dann stiinde auf
der linken Seite ein Skalar und auf der rechten Seite ein 3/N-dimensionaler Vektor.

In der Tat gibt es Systeme, in denen die Masse nicht mehr als Diagonalmatrix geschrieben werden
kann. Dies ist im Festkorper der Fall: Die Kristallstruktur fiihrt dazu, dass die Masse eines Leitungse-
lektrons von der Richtung der angreifenden Kraft relativ zum Kristallgitter abhangt. Damit ist sie
nicht mehr isotrop und der Massentensor kann Eintrage in allen Elementen besitzen.

AbschlieBend konnen die Newtonschen Bewegungsgleichungen also in den folgenden Formen
geschrieben werden

o Matrix-Vektor-Schreibweise: Die Masse ist ein 3N x 3N Matrix und Die Position und die Kraft
sind 3N-dimensionale Vektoren.

mR = F(R,R, t)

e Dreidimensionale Vektorschreibweise: Jeder Vektor ist 3-dimensional und der Index zeigt an, zu
welchem Atom er gehort. Die Masse kann in diesem Fall als einfache Zahl geschrieben werden.
Es gibt N solche Gleichungen, namlich fiir jedes Atom, also fiir jedes n, eine.

MaRy=Fp(Ri,...,Rp Ri, ... Ry t)

I3Fiir den Moment konnen wir den Begriff des Tensors dem einer Matrix gleichsetzen. Spiter werden wir sehen,
dass ein Tensor auch ein Objekt mit mehr als zwei Indizes sein kann. Damit eine physikalische Grosse ein Tensor ist,
wird haufig gefordert, dass sie sich unter Koordinatentransformationen auf bestimmter Weise transformiert.
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e Komponentenschreibweise: Alle GroBen sind Zahlen. Die Gleichung steht fiir 3N einzelne
Gleichungen entsprechend der 3N Werte fiir den Index i.

3N
Z m,-,jRj = F,‘(Rl, ey R3/\/, Rl, ey R3/\/, f)
J=1
V.
m;;R;
Fiir die folgenden Diskussionen ist es wichtig, diese unterschiedlichen Notationen zu verstehen und
auseinanderhalten zu konnen.

3.8 Mehrdimensionaler harmonischer Oszillator

Stellen wir uns vor wir wollten die Schwingungsmoden und Frequenzen eines Molekiils bestimmen. Die
Molekiilstruktur sei durch einen 3N-dimensionalen Positionsvektor im Konfigurationsraum gegeben.
Die potentielle Energie V(R) als Funktion der Atompositionen sei bekannt.

Zunachst bestimmen wir die Gleichgewichtslage, also die Struktur, welche das Molekiil bei tiefen
Temperaturen einnimmt. Diese entspricht dem Minimum R? der potentiellen Energie V(/?), also

oV

1=
Bei hinreichend tiefen Temperaturen wird das Molekiil nur geringfligig aus der Gleichgewichtslage

ausgelenkt. Deshalb bilden wir eine Taylor-Entwicklung!* des Potentials um die Gleichgewichtslage
und brechen nach dem Glied zweiter Ordnung ab.

- - v 1 o%V
V(R)=V(R)+ ) 37| (Ri=RH+> > 3RBR. qO(R,- ~ RO)(R; = R%) + ...
i IR ij IZPUIR
=0 nach (3.23) défc,j

Damit haben wir das Problem auf einen mehrdimensionalen harmonischen Oszillator abgebildet.

Wir werden im Folgenden sehen, wie man den vieldimensionalen harmonischen Oszillator durch
geschickte Transformationen in viele eindimensionale harmonische Oszillatoren zerlegen kann. Der
eindimensionalen harmonischen Oszillators stellt aber seit Kapitel 3.5 keine Schwierigkeit mehr fiir
uns dar.

Im Folgenden wird das Losungsschema beschrieben. Diese Herleitung erfiillt noch den weit-
eren Zweck, uns mit Matrizenrechnung vertraut zu machen. Es ist sinnvoll, sich an dieser Stelle
im Angang D.5 die entsprechenden mathematischen Grundlagen anzusehen. Ich verwende sowohl
die Matrix-Vektor Schreibweise als auch die Komponentenschreibweise, um die Ubersetzung zu lben.
Links steht jeweils der Ausdruck in Komponentenschreibweise und rechts die Vektor-Matrix-Notation.'®.

1. Sei X = R — R° die Auslenkung vom Minimum. Dann lautet die Newtonsche Bewegungsgle-
ichung fiir dieses System

E m,,J-SEJ-:—E CijXj m-X=—-c-X
J J

N——

:m/,f.x./

mit der Massenmatrix 16 m = m;ij = m;;0;j, wobei m;; die Masse des Teilchens ist, das zur i-ten
Komponente gehort.

4Fiir die Taylor-Entwicklung siehe App. D.15 auf S. 292

15Alle in mathematischer Umgebung fett gedruckten Zeichen sind Matrizen. Beispiel: ¢;j — ¢

16Der folgende Ausdruck sagt, dass die Massenmatrix eine Diagonalmatrix ist. Auf der Diagonalen der Matrix stehen
die Massen M, der entsprechenden Teilchen.
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2. Variablentransformation von X aufl?

def _ def -
yi = Vi x; 7= Vmx

Wir haben hier die Wurzel einer Matrix gebildet. Dies ist wahrscheinlich ein ungewohntes
Konzept:

Im vorliegenden Fall ist
(\/E>f,j = /mij,; bi;

was man leicht ueberpriifen kann. Folgende Gleichung muss erfiillt sein: «/my/m = m, bzw.
>k (\/ﬁ)i,k (\/ﬁ)k,j = Mmij.

Allgemein ist eine Funktion einer Matrix so definiert, dass man die Matrix in die Poten-
zreihenentwicklung der Funktion einsetzt. Das Resultat ist wiederum eine Matrix. Hat die
Matrix, wie in diesem Fall, Diagonalform, dann ist das Resultat wieder eine Diagonalmatrix.
Die Diagonalelemente des Resultats erhalt man, indem man die Funktion auf die entsprechen-
den Diagonalelemente des Arguments anwendet. Mehr zum Thema Funktionen von Matrizen
findet man in Anhang. D.5.6 auf S. 250.

Mit dieser Definition und der Transformation auf die neue Variable y erhalten wir

. 1 1 -
yi=-— E —— - Cj—VY, V=—micm iy (3.24)
— Vi Vmjj -
—_———

D,

Nun definieren wir uns eine neue Grole, die dynamische Matrix:

Definition 3.2 DYNAMISCHE MATRIX @

def 1

1 1
Di,j =~ 2 (325)
miji mjj

“DIESE GLEICHUNG GEHT DAVON AUS, DASS DIE MASSENMATRIX SYMMETRISCH IST. IST DAS
NICHT ERFULLT, MUSS DIE MASSENMATRIX AUF DER LINKEN SEITE TRANSPONIERT WERDEN.

3. Als néchstes bestimmen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren der dynamischen Matrix D.
Mehr zum Thema Eigenwertgleichungen findet man in Anhang D.5.5 auf S. 249. Die Eigen-

wertgleichung ist 18 19
> DijUjk = Upedi D-U=U-d
J
=4 D,’j = Z U,‘kde;-kk ~ D = UdUT
K

17Die Umformung X¥ = m~1cX wird hier deshalb nicht gewshlt, weil die Matrix m~1¢ nicht symmetrisch ist, was das
Diagonalisieren erschwert.

18Da die dynamische Matrix D symmetrisch und reell ist, ist sie auch hermitesch. Eine Matrix heit hermitesch,
wenn die Matrix durch Transposition und komplexer Konjugation in sich selbst iibergeht, d.h. wenn A;; = AJ’-*,. Her-
mitesche Matrizen haben reelle Eigenwerte und Eigenvektoren, die orthogonal zu einander gewahlt werden konnen. Die
Eigenvektoren kdnnen zu einer Matrix U zusammengefasst werden, die untitdr ist, wenn die Eigenwerte orthogonal und
normiert sind.

9Notation: M* = konjugiert komplex; M~1 = invers; MT = transponiert; Mt = hermitesch konjugiert oder ad-
jungiert=transponiert und konjugiert komplex
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Die Matrix U enthalt die Eigenvektoren. Dabei ist der erste Index i von U;  der Vektorindex
und der zweite Index sagt, um welchen Eigenvektor es sich handelt, namlich den zum Eigenwert
dy. Die Matrix d ist eine Diagonalmatrix, welche auf der Hauptdiagonalen die Eigenwerte di
enthalt.

Eine hermitesche Matrix Dj; = Dj; hat reelle Eigenwerte d; und orthogonale® Eigenvektoren
> UiUik = djk. Das bedeutet, dass U unitér ist. Es gilt also U™ = ut.
Eine Diagonalisierung wird auch als Hauptachsentransformation bezeichnet.

4. Variablentransformation von y auf

7Lty (3.26)
fuhrt uns von GI. 3.24 auf
Vi==>_Diy y=-D-y
J
== UixdeUiry; =-U-d-U-y
J.k
* o * (. * o .o _toyd. Ut
@ZU,’ny, Xk:ZU,an,,kkoZUjvkyj U "y U:1U d Uf/
—_—— \—6,_/ N -7 =z
.Z.n n,k Zy
=%, =—d, -z, 7—dz

wobei die d; die Diagonalelemente der Diagonalmatrix d sind.

5. Man erhilt also eindimensionale, entkoppelte Oszillatoren, die jeweils nur noch von einer Vari-
ablen abhangen: Losung der Differentialgleichung liber den Ansatz:

zi(t) = Aje™it + Bje~iwit 7(t) = eUA f e UE

Die Losung ist:

I
o

wj =+/d; Q
Q ist eine Diagonalmatrix mit Elementen Q; ; = w;9; ;.
6. Durch Riicktransformation Z — y — X erhdlt man die allgemeine Loésung als
R(t) = m 2y(t) = m:U - Z(t)
— m iU [e""vﬂ e”mé] (3.27)

in Vektor-Matrix Notation. Dabei hat die Matrix e die Elemente (e’m)u = eitg; ;. Derzu
Gl. 3.27 analoge Ausdruck in Komponentenschreibweise ist

El

1
xi(t) = () =) —=Ukz(t)
=Y ; \/WJ kZk

I
=[]
t\i‘._l

ljjk |:Ake/'wkt+ Bkefiwkt] (328)

2Eigenvektoren zu gleichen Eigenwerten sind nicht automatisch orthogonal. Sie konnen aber durch geeignete
Uberlagerung orthonormiert werden. Man kann namlich zeigen, dass jede Uberlagerung von zwei Eigenvektoren zum
selben Eigenwert wieder ein Eigenvektor des entsprechenden Eigenwerts ist. Dies erlaubt dann die Anwendung des
Gram-Schmidtschen Orthonormierungsverfahrens.
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Die Partiallosungen sind die Losungen, bei denen nur einer der Koeffizienten zu k von Null
verschieden ist.

7. Um die Losung eindeutig festzulegen, wahlen wir einen Satz von Anfangsbedingungen X(0) = X,

und X(0) = ¥ und bestimmen daraus die Koeffizienten A und B. Wir leiten das Resultat
zunachst in Vektor-Matrix Notation ab. Die analogen Ausdriicke in Komponentenschreibweise
folgen danach.

%(0) "2 m~iu [A+ B

Gl. 327

%(0) m=2U(iQ) [ﬁ - é}

Wir 16sen diese Gleichungen nach den Koeffizienten A und B auf
A+ B=U"mx(0)
A—B=—iQ U tm:x(0)

Anstglle die Gleichung nach A und B aufzulésen, schreiben wir die allgemeine Losung auf A+B
und A— B um.

X(t) = m*%U% (e 4 e71) (%T+ :§) + (e — e7i) (A - B)
2 cos(Qt) 2isin(Qt)
—m U [cos(Qt)U*lm%x*(O) n sin(Qt)Q_lU’lm%;?(O)]
Analog zu vorhergehenden Gleichungen sehen wir, dass Matrix sin(€2) die Elemente (sin(£2)); ; =
sin(w;t)d;; hat.
In Komponentenschreibweise beginnen wir wieder mit den Anfangsbedingungen

x;(0) cl.3:28 ! Z Uik {Ak + Bk:|
P

VM
. Gl 328 1 .
xj(0) 7= Uj i (iwk) [Ak - Bk]
J \/WJJZk: J
aus denen wir die Koeffizienten Ax und By bestimmen
Ac+ B =Y Uct ymjx(0) (3.29)
e
=Ujx
1 _ .
Ax — Bk = Z o Ue) v/mii%;(0) (3.30)
! =Ujk

welche wir in die allgemeine Losung Gl. 3.28 einsetzen.

Xj(f) = Z I]’-lej Uik {Akeiwkt + Bkeiiwkt:|
— 1 . 1 Wkt —iwkt iwet _ —iwit _
= ;\/WJJUJQ[(Q KU eI E) (A 4 Bi) + (et — e (A Bk)}

2 cos(wt) 2isin(wt)

Egs. 3.29,3.30 1 . sin(wgt) )
. > —Uj i |cos(wit) Upi vmee xe(0) + =~ Ui /Mag %(0)
k.2 JJ U\*lz/UT k Ui\lgﬁ
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Die Losung setzt sich also aus Einzelschwingungen zusammen, den sogenannten Schwingungsmoden.
Ein Schwingungsmode ist durch einen Vektor g, mit

1
gk = —F—
VM
und einer Kreisfrequenz wy charakterisiert. Da die Eigenvektoren der dynamischen Matrix orthogonal
sind, gilt die Beziehung

o 1 : 1 . utu=1
gxmg, = Z (mUi,k> midj ; <\/mTJUJ"/> = Z UikUis — =" 0k
— —— !

1J ————— mj
gfk 9i.1

Uj,k

. Die Schwingungsmoden stehen also nicht senkrecht aufeinander. Dennoch gilt zwischen ihnen eine
verallgemeinerte Orthogonalitdtsbeziehung.

3.9 Gedampfter harmonischer Oszillator in einer Dimension

Die Bewegungsgleichung des gedampften harmonischen Oszillators lautet
mX = —cx — ax (3.31)
wobei m die Masse, ¢ die Kraftkonstante und o der Reibungskoeffizient ist.
Wenn wir den Exponentialansatz fiir eine Partiallosung:
x(t) =A- et (3.32)
in Gl. 3.31 einsetzen, erhalten wir eine algebraische Gleichung. Diese Idsen wir nach w auf.

2 Gln. 3.31,3.32

-m-w —C— alw
, .a c
e = 0
m m
ia\? c o?
<w _ Qm) - -z (3.33)
~—
wh
al  Je (3.34)
Ww=— - .
2m m  4m?

Dabei ist wo = 4/~ nach Gl. 3.19 die Eigenfrequenz des entsprechenden ungedampften harmonischen
Oszillators.

Die allgemeine Losung des gedampften harmonischen Oszillators ist
[e3 i c o 2 ; c [e3 2
x(t) = e 3t {Ae*’Vm(Zm t 4 Be V() f} (3.35)

wobei die komplexen Konstanten A, B durch die Anfangsbedingungen festgelegt werden miissen.

Die Kreisfrequenz w aus Gl. 3.34 kann reelle und komplexe Werte annehmen, je nachdem ob der
Radikand?! in der Wurzel positiv oder negativ ist.

Entsprechend macht man die folgenden Fallunterscheidungen. Die Bahnkurven dieser Falle sind
in Abb. 3.5 im Uberblick dargestellt.

21Das Wurzelziehen wird auch Radizieren genannt. Das Argument der Wurzelfunktion wird deshalb auch der Radikand
genannt. Dabei ist es unerheblich, ob wir speziell die Quadratwurzel oder eine andere betrachten.
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A
Uberdampft

0 \
gedampft W %démpﬁ
|
—

t

Abb. 3.5: Bahnkurven des eindimensionalen harmonischen Oszillators mit unterschiedlichen Werten
der Reibungskoeffizienten a. Die Wellenzahl des ungedampften harmonischen Oszillators wurde gleich
wo = 1 gesetzt. Die Anfangsbedingungen wurden so gewahlt, dass Anfangsposition und Anfangswert
den Wert eins haben. (1) Ungedampfter Fall « = 0. (2) Gedampfter Fall mit a/(2m) = 0.3.
Beachte, dass die Periode geringfiigig langer als im ungedampften Fall ist. Die Umhiillende ist eine
Exponentialkurve. (3) Aperiodischer Grenzfall o = 2mwy. (4) Kriechfall. a = 2m(wo +4). Beachte,
dass das Minimum im Kriechfall trotz hoherer Reibung langsamer erreicht wird als im aperiodischen
Grenzfall: Die Reibung ist so hoch, dass sich das System nur langsam bewegen kann und damit das
Minimum bei x = 0 nur langsam erreicht wird.

Wir unterscheiden vier Spezialfalle des gedampften harmonischen Oszillators mit qualitativ unter-
schiedlichen Bahnkurven.

e Ungedampfte Schwingung ac = 0
e Gedampfte Schwingung: % < w3,
e Kriechfall (iiberdampfte Schwingung): % > w3,

. . 2
e Aperiodischer Grenzfall 2 = w3.

3.9.1 Gedampfte Schwingung

Eine gedampfte Schwingung liegt bei einer kleinen Reibung vor, welche die Oszillationen noch nicht
unterdriickt. Das bedeutet, dass die Kreisfrequenz nicht rein imaginar ist. Entsprechend Gl. 3.34 gilt
dies fiir

0 < a<2mwy

Die Bahn hat nach Gl. 3.35 die Form

x(t) = e M [Aet@! 4 Be @] (3.36)
wobei
_def | C a2
oy (o) (3.37)
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und
def O
A= 5m (3.38)
Wir wollen Gl. 3.36 umstellen um uns die Bedeutung von @ und X deutlich zu machen: Man kann

Gl. 3.36 auch als
x(t) = e = 'Re [Ae®] (3.39)
schreiben. Da die Anfangsbedingingen physikalisch gewahlt und daher reell sind, ist die Bahnkurve

reell. Daraus folgt?>B8 = A*, woraus sich die obige Form ergibt.
Haufig findet man dass die Losung auch einfach in komplexer Form als

x(t) = Aeti@temamt (3.40)

geschrieben wird. Eigentlich ist das eine unsaubere Schreibweise von Gl. 3.39. Implizit erwartet man
dabei immer, dass man sich auf den Realteil beschrankt.

Eine andere Form erhdlt man, wenn man nun den komplexen Koeffizienten in Gl. 3.39 durch
Amplitude und Phase darstellt, also A = |Ale’®. Dann erhalten wir

x(t) = e"2ntRe [|AleT¥TH9] = |A| cos(@t + ¢p)e ant (3.41)

An dieser Form erkennt man deutlich, dass das System Schwingungen mit der Kreisfrequenz @
aus Gl. 3.37 ausfiihrt, dessen Amplitude aber exponentiell abklingt. Die Losung ist eine verschobene
Kosinusfunktion cos(@t), die durch eine Exponentialfunktion |Ale=*t moduliert wird. Die Exponen-
tialfunktion ist die Einhiillende der Bahnkurve. Die Grole

def O
=— 3.42
5m (3.42)
aus Gl. 3.38 ist die Dampfungskonstante. Die Dampfungskonstante ist allgemein durch den expo-
nentiellen Abfall et einer Amplitude definiert. Die Dampfungskonstante kann man auch durch die
Abklingzeit 7%
verringert®3.

% darstellen, die beschreibt, in welcher Zeit sich die Amplitude um den Faktor 1/e

Abb. 3.6: Gedampfte Schwingung (ganze Linie) mit Einhillenden (Punkte)

22
0=1Im [Ae*’m] = Im[A]cos(@t) + Re[Alsin(@t) + Im[B]cos(@t) — Re[B]sin(@t)
= Im[A] = —Im[B] und Re[A] = Re[B]
= A=B"

23e = 2.71828... ist Euler's Konstante
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Die Periode der Schwingung T = 2m/w ist etwas langer als im ungeddmpften Fall, weil die
Wellenzahl o = \/wg — A2 kleiner ist als die des ungedampften harmonischen Oszillators.

Die Qualitat eines Resonators kann dem Giitefaktor oder Q-Faktor quantifiziert werden. Der
Q-Faktor ist durch

AEN\ ! w
@=2n (E) BEANEO)

definiert, wobei AE der Energieverlust wahrend einer Periode durch die Reibung ist und E die Energie
am Anfang der Periode. Je hoher der Q-Faktor, desto langer bleibt die Schwingung erhalten.

Fiir den gedampften harmonischen Oszillator hat der Q-Faktor die Form 24

1 wo\ 2 A<<wo Wo [ mcC
Q’z\/(A) L= on Va2

Der Q-faktor fiir den aperiodischen Grenzfall ist Q = %

3.9.2 Kriechfall (Uberdiampfte Schwingung)

Der Kriechfall, bzw. eine iiberdampfte Schwingung, liegt vor, wenn die Oszillationen vollstandig
unterdriickt sind. Diese Bahnkurve besitzt maximal einen Nulldurchgang und nicht unendlich viele
wie im gedampften Fall.

Der Kriechfall liegt vor, wenn die Reibung groBer als 2mwy ist. In diesem Fallist Frequenz ist rein
imaginar, was zu anstelle der oszillierenden Beitrage wiederum zu exponentiellen Termen fiihrt.

Die Bahn hat nach GI. 3.35 die Form

x(t) = Ae ™t + Be ™t (3.43)
wobei
16" a \2 c
=20V (am) (349
6" a \2 c
=V Ge) (3.45)

Man erhilt also die Uberlagerung von zwei Exponentialfunktionen mit unterschiedlichem Abklingkon-
stanten. Ein Beispiel ist in Abb. 3.7 dargestellt. Bis auf eine kurze Einschwingzeit, wird die Bahnkurve
durch die Exponentialfunktion mit der kleineren Abklingkonstante dominiert. Dies hat Konsequen-
zen fiir den Umgang mit Optimierungsproblemen, welche spater, in Abschnitt 3.9.4, noch diskutiert
werden.

24 Ausgehend von x(t) = Aelwt 4 A*e~w™t mjt einer komplexen Kreisfrequenz w = @ — i\ bestimmt man zunichst

1 . 1
E= me2 + §c><2 =Re {Az(c - mwz)e’Q’“’t] + 1A% (c + mlw|?)e=2

= {Re {AQ(C - mw2)e_2":’t] +|AP(c+ m|w|2)} e 2

mit A = %(w — w*). Der erste Teil in der Klammer ist ein kleiner oszillierender Term, der vernachlassigt wird. Damit
erhdlt man 8; In[E] = —2.



3 BEWEGUNGSFORMEN (12H) 49

Abb. 3.7: Uberdampfte Schwingung und seine beiden exponentiellen Beitridge. Beachte, dass das
Langzeitverhalten durch die langsame Abklingkonstante bestimmt wird.

. . ) n Re t
Das Langzeitverhalten wird von der langsamen Abklingkonstante dominiert: x(t) I Be Mt

3.9.3 Aperiodischer Grenzfall

Der aperiodische Grenzfall befindet sich genau zwischen dem gedampften und dem iiberdampften
Bereich. Es gilt also

a2

4m?

c
= — = a=2muwg
m

Der aperiodische Grenzfall ist von besonderer Bedeutung fiir Optimierungsverfahren, aber auch
besonders knifflig zu behandeln. Man bendotigt hierbei einen Trick, der ibrigens auf andere Falle
libertragbar ist.

Betrachten wir die komplexen Frequenzen Gl. 3.34 dann erhalten wir nur eine einzige Abklingkon-
stante, namlich A = a/(2m). Scheinbar existiert nur eine einzige Losung. Wir bendtigen aber genau
zwel linear unabhangige Losungen um die Anfangsbedingungen erfiillen zu konnen.

Um zu verstehen was hier geschieht ndhern wir uns dem aperiodischen Grenzfall von der einen
oder anderen Seite. Hier wahlen den Zugang von der iiberdampften Region aus und verwenden dehalb
Gl. 3.43

x(t) = Ae ™Mt Be >t (3.46)
wobei
o a \2 c
M=ot () (3.47)
16 a \2 c
=V Ge) (3.48)

Im richtigen Grenziibergang verschwindet Ay — A_, sodass wir eine Taylorentwicklung in dieser Groke
vornehmen werden.

x(t)=A-e Mt 4 Be ™t
—e Tt A e Tt L B et 't}




50 3 BEWEGUNGSFORMEN (12H)

Zur Vereinfachung definieren wir zwei Groken

—d£f>\+ + A d_ef>\+ — A
A= 2 p= 2

Der aperiodischen Grenzfall entspricht dem Grenzfall 3 — 0.
Einsetzen und Taylor-Entwicklung liefert?>:

x(t) = e M [Ae 7Pt + B!
—e Mt [A(l —Bt)+ B(1+Bt) + O(ﬁt)ﬂ

— e N [A—Z B+(B—ABt+ 0(52)}
Vv

= Ue ™ + Ve ™™ + 0(8%)

Die Terme hoherer Ordnung vernachlassigen wir, da sie gegeniiber den anderen Termen mit 8 — 0
verschwindend klein werden.

Etwas verwirrend mag sein, dass der Parameter V selber proportional zu B ist und daher ver-
schwinden sollte. Tatsachlich wird V' jedoch fiir jeden Wert von  vollstandig von den Anfangswerten
bestimmt. V ist also selber eine Funktion von 3, die aber beim Ubergang 8 — 0 endlich bleibt.

Die allgemeine Losung des aperiodischen Grenzfalls kann also in der Form
x(t) = Ue ™M 4 Ve M

mit den freien Parametern U und V geschrieben werden.

2.5 T T T T T T T

2 L .
1.5 -

1 .
0.5 .

0
—05 L u

0 2 4 6 8 10 12 14

Abb. 3.8: Aperiodischer Grenzfall fiir unterschiedliche Anfangsgeschwindigkeiten. Beachte, dass die
Bahnkurve maximal ein Extremum aufweist.

3.9.4 Konsequenzen fiir die Optimierung

Eine fast alltagliche Aufgabe, und nicht nur in der Physik, ist es, GroBen zu optimieren. Wir denken
an Fragen wie,

e Welches Gemisch von Substanzen beschreibt am besten mein gemessenes Spektrum?

?5Das O steht fiir die vernachlissigten Terme: Fiir O(B8t)? festes t und 8 — 0
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e Wie bestimme ich die Parameter eines Motors, um eine bestimmte Leistung mit dem geringsten
Benzinverbrauch zu erhalten?

e Wie optimiere ich mein Aktienportfolio um den groften Gewinn bei einem bestimmten Risiko
zu erwirtschaften?

Es gibt hierbei unterschiedliche Varianten: Kontinuierliche und diskrete Optimierung. Lokale und
globale Optimierung.

Viele Optimierungsprobleme in der kontinuierlichen Optimierung lassen sich darauf zuriickfiihren,
das Minimum einer Funktion in einem hochdimensionalenm Raum zu bestimmen. Eines der Opti-
mierungsverfahren ist es, die Funktion als potentielle Energie V/(7) aufzufassen, und die Bewegungs-

gleichungen eines Teilchens in diesem Potential zu simulieren, das zusatzlich eine Reibung erfahrt,
d.h.

mr =-VV —ar

Das Konvergenzverhalten wird durch das Verhalten in der Nahe des Minimums dominiert. In
der Nahe des Minimums kann das Potential durch einen harmonischen Oszillator angenadhert werden
kann. Deshalb sind viele der Optimierungsverfahren an den harmonischen Oszillator angepasst.

Beim gedampften harmonischen Oszillators haben wir gesehen, dass sich die Konvergenzrate®
X verbessert, bzw. dass sich die Abklinkzeit?” T kiirzer, wird, wenn die Reibung erhoht wird. Deshalb
neigt man intuitiv dazu, die Reibung zu erhohen, um die Konvergenz zu beschleunigen. Das geht
aber nur gut, solange man sich noch nicht im liberdampften Bereich befindet. Dann fallt die Kon-
vergenzrate namlich drastisch mit steigender Reibung ab. Das bedeutet, dass die Konvergenz mit
ansteigender Reibung schlechter wird.

Das beste Konvergenzverhalten des harmonischen Oszillators erhdlt man also gerade im aperi-
odischen Grenzfall, welcher gedampftes Verhalten von iiberdampften Verhalten trennt.

Eine Abschatzung

In diesem Zusammenhang wollen wir als praktisches Beispiel ein Naherungsverfahren ausprobieren.
Der Erfolg eines Physikers hat auch viel damit zu tun, ob er sich schnell einen Uberblick tber eine
komplexe Situation verschaffen kann. Dazu ist es enorm hilfreich, einfache Abschatzungen vornehmen
zu konnen.

Unser Ziel soll hier sein, das Verhalten der Bahn und die Konvergenzrate im iiberdampften Fall
abzuschatzen. Wir stellen uns nun vor, dass das Resultat noch nicht bekannt sei.

Ist die Reibung grofs, dann bewegt sich das Teilchen nur langsam. Die Reibungskraft —ar ist im
Gleichgewicht mit der Riickstellkraft des harmonischen Oszillators F = —cx. Da das Teilchen sich
nur langsam bewegt und deshalb auch nicht stark beschleunigt ist die Tagheitskraft gegeniiber den
anderen Kraften vernachlassigbar. Diesen Gedanken formulieren wir nun als wesentliche Annahme
unserer Abschatzung.

Imx| <<|—cx| ud  |mxX|<<|-aX| (3.49)

Wie aber sind wir auf den Gedanken gekommen, diesen Grenzfall zu untersuchen? Hilfreich ware
zum Beispiel der Vergleich mit dem Modellsystem des freien Falls mit Dampfung. Ist das System
langsam, dann ist das Problem fiir ein gewisses Zeitintervall ahnlich dem freien Fall: die Kraft ist fast
konstant. Im freien Fall mit Reibung stellt sich eine konstante Grenzgeschwindigkeit ein, was uns
nahelegt dass vielleicht auch in unserem Fall die Beschleunigung klein ist.

26Als Konvergenzrate bezeichnen wir die Rate mit der sich die Bahn dem Minimum annahert. Eine Funktion
x(t) = xpe~* hat eine Konvergenzrate A. Bei Oszillationen betrachten wir das Verhalten der Umhiillenden. Bei
einem mehrdimensionalen harmonischen Oszillator betrachten wir den langsamsten Abfall. Die Konvergenzrate ist die
Dampfungskonstante eines Optimierungsproblem.

2T mit Abklingzeit bezeichnen wir die Zeit T = % nach der sich das Resultat um einen Faktor 1/e reduziert hat.
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T aperiodisbher
Grenzfall
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Abb. 3.9: Die Konvergenzrate X als Funktion der Reibungskonstante o eines gedampften harmonis-
chen Oszillators. Eine Erhohung der Reibungskonstante verbessert die Konvergenzrate nur im dies-
seits des aperiodischen Grenzfall. Im lberdampften Bereich, d.h. fiir @ > 2mwg, wird die Konver-
genzrate schlagartig schlechter.

Unter den Annahmen Gl. 3.49 erhalten wir eine einfachere Differentialgleichung, namlich eine
Ratengleichung

—cx—ax =0

die sich sofort 16sen lasst.

x(t) = x(0)e~at (3.50)
Wir erhalten also eine Konvergenzrate
c
A = — . 1
- (351)

Wir sehen also deutlich dass eine Erhohung der Reibungskonstante o das Konvergenzverhalten ver-
schlechtert.

Wir miissen noch (berpriifen ob das Resultat Gl. 3.50 mit unserer Annahme Gl. 3.49 vereinbar
ist.
Die erste Bedingung von Gl. 3.49 ist

2
%, GlL350 C Gl. 3.49 i
ImX| 7'="" m—x << cx = a>>+mc= (%’t)

o2
wobei a.,;+ der Reibungsfaktor fiir den aperiodischen Grenzfall ist. Diese Bedingung ist also damit
gleichbedeutend, dass wir uns mit dem stark tiberdampften Fall beschaftigen. Die zweite Bedingung
von Gl. 3.49 ist

= Gl.350 C° G349

ImX| m—x << |a—x|=cx = vVme << «
a o

Sie ist also gleichbedeutend mit der ersten Bedingung. Wir haben also eine Losung im stark tiberdampften
Grenzfall gefunden und sind damit am Ziel unserer Abschatzung.
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Nun wollen wir kontrollieren, ob diese Naherungen tatsachlich verniinftig sind. In diesem Fall
kennen wir ja das korrekte Resultat aus Gl. 3.34, das wir in die folgende Form bringen kénnen.

a o \2 c o dmc
-4 <_) R Y L
A 2m 2m m 2m<1 1 a2>

a 14mc 4mc\?
:%<1i1_§?+o<<?> ))

Die Konvergenzrate erhalte wir von dem Losungszweig mit der kleineren Rate. Wir erhalten also

aeo((3))

was genau unserer Abschatzung Gl. 3.51 entspricht. Unser Verfahren war also verniinftug.
3.10 Getriebener harmonischer Oszillator

D.17 294

Beim getriebenen harmonischen Oszillator wird die Schwingung durch eine externe zeitabhangige
Kraft angeregt.

Beispiele fiir einen getriebenen harmonischen Oszillator sind

e Resonanz von Bauteilen in einem Auto, Flugzeug, o.a....

Abb. 3.10: Einsturz der Tacoma Narrows Bridge. Die Briicke wurde “Galloping Gertie” genannt, weil
sie in leichtem Wind stark zu schwingen bekann. Angeblich wurde der tatsachliche, hier dargestellte
Einsturz allerdings nicht durch Resonanz, sondern durch ein anderes Phanomen verursacht[3].

e Absorption von Licht: Das elektrische Feld einer Lichtwelle polarisiert ein Molekiil (Atom). Die
Oszillation verliert an Energie durch Kopplung an die Umgebung.

Die Bewegungsgleichung des getriebenen harmonischen Oszillators lautet
mX = —cx — ax + f(t) (3.52)

Dabei ist f(t) eine zeitabhangige Kraft, die auf den Oszillator einwirkt.
Fiir die Losung bietet sich eine Fouriertransformation der Variablen an.
Wir stellen die externe Kraft und die Auslenkung durch Fourierintegrale

f(t) :/g—: f(w)e™t und x(t) :/g x(w)e™t (3.53)
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dar. Aus der Forderung, dass die externe Kraft und die Auslenkung reell sind, folgen
f(—w) = f*(w) und x(—w) = x*(w)

Wir setzen den Ansatz Gl. 3.53, also die Fourierintegrale, in die Bewegungsgleichung Gl. 3.52 ein
und erhalten?®

—mX(t) — cx(t) — ax(t) + f(t) =0
= /g—: mez -c- iaw)x(w) + f(w)} et = / Z—Z [O} et

= (mw2 —-c- /aw)x(w) +f(w)=0

Um vom zweiten zum letzten Schritt zu kommen, haben wir verwendet, dass Ebene Wellen e™? linear
unabhangig sind. Das bedeutet, dass fdw e""tc(w) nur dann fir alle Zeiten t verschwindet, wenn
c(w) fiir alle Kreisfrequenzen verschwindet. Daher muss das Innere der Klammer im obigen Ausdruck
fiir alle Wellenzahlen verschwinden, sodass wir zur dritten Zeile in der obigen Herleitung gelangen.

Damit erhalten wir

@) = (e e 1@

m m

. o def . def o .
Mit den Definitionen woéw/% und Dampfungskonstante AQ% erhalten wir eine einfachere Form

x(w) = E (w%l> f(w) (3.54)

m — w2+ 2w

X : dynamische Suszeptibilitat

Hier fiihren wir den Begriff der dynamische Suszeptibilitdt ein. Fiir den harmonischen Oszillator
hat sie de Form

DYNAMISCHE SUSZEPTIBILITAT DES HARMONISCHEN OSZILLATORS

Mw1<%:L> (3.55)

m — w2+ 2/\w

mit der Dampfungskonstante A = 5%~ gemass Gl. 3.42 und wo = /-~ nach Gl. 3.19.

Die dynamische Suszeptibilitat vermittelt allgemein die Reaktion eines Systems auf eine Storung.
Sie wird deshalb auch als Antwortfunktion bezeichnet Im Fall des harmonischen Oszillators ist die
Kraft die Storung und die Auslenkung ist die Reaktion, oder Antwort, des harmonischen Oszillators
auf die Storung.

x(w) = x(w)f(w) (3.56)

Die dynamische Suszeptibilitat stellt also ein allgemeines Konzept dar, welches unter anderem
in der Elektrodynamik und der Festkorperphysik wieder auftaucht. Sie bildet generell die Grundlage
der Theorie der Linearen Antwort (im Englischen Linear Response Theory genannt). Die Eigen-
schaften der dynamische Suszeptibilitit haben auch in diesen Fillen groBe Ahnlichkeiten mit der des
harmonischen Oszillators, weshalb wir sie hier im Detail untersuchen werden.

Im Folgenden wollen wir uns die Form der dynamischen Suszeptibilitdt erschlieBen und ihre
physikalische Bedeutung analysieren. Zum Einen machen wir uns wieder mit der Kurvendiskus-
sion vertraut. Auf der anderen Seite ist die dynamische Suzeptibilitdt eine GroRe, die uns in der einen
oder anderen Form standig begegnen wird, sodass es lohnt, sich mit ihr etwas auseinanderzusetzen.

28Die Fouriertransformation ist bijektiv, was bedeutet dass zwei Funktionen genau dann identisch sind, wenn ihre
Fouriertransformationen identisch sind.
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3.10.1 Absolutbetrag der dynamische Suszeptibilitat
Wir zerlegen die Suszeptibilitdt in Betrag |x| und Phase ¢(w).

X(@) = [xw)] %) (3.57)

Amplitude - ppasenfaktor mit

¢(w) als Phase

Der Betrag bestimmt die Amplitude der Schwingung x(t) fiir eine Anregung f(t). Die Phasenver-
schiebung beschreibt, wie stark die Auslenkung hinter der Kraft hinterherhinkt.

Kurvendiskussion

Der Betrag der dynamischen Suszeptibilitat hat die Form

X(@)] = Vx@x @) 2% L - (3.58)

m \/(wZ — w?)2 + 42202

Wir wollen die charakteristischen Eigenschaften des Betrags der dynamischen Suszeptibilitat, die in
Abb. 3.12 dargestellt ist, genauer untersuchen.
1. Wert am Ursprung: Am Ursprung erhalten wir

1
2
muwg

x(0)] =

Interessanterweise geht die Reibung nicht in den Wert bei w = 0 ein. Die Erklarung ist dass
w = 0 den statischen Grenzfall beschreibt. Dort verschwindet aber die Geschwindigkeit und
damit auch der Einfluss der Reibung.

Die statische Suszeptibilitdt, also der statische Genzfall der dynamischen Suszeptibilitat, lasst
sich auch einfach aus der Bewegungsgleichung ableiten:

. . x(t),f(t)=konstant 1 1
mx = —cx — ax +f = X==.f= 5

2. Verhalten fiir grolle Werte:

Gl. 358 1
358 +
mw?

X (w — 00)|

Der Betrag der Suszeptibilitat fallt also fiir hohe Frequenzen schnell ab. Dies bedeutet, dass
der Oszillator zu trage ist, um schnellen Variationen der aueren Kraft zu folgen.

3. Position und Wert der Extrema: Da 1//x fiir x > 0 eine monoton fallende Funktion ist, ist
das Maximum von |x(w)| mit einem Minimum von 1/|x(w)|? identisch.
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Abb. 3.11: Inverse des Absolutbetrags der dynamischen Suszeptibilitat fiir unterschiedliche Werte
der Reibung. Die Werte der Reibung entsprechen denen von Abb. 3.12

Wir suchen also die Minima von y(w)dﬁfl/\mx(w)ﬁ weil dies eine einfachere Funktion als |x(w)|
ist. Dennoch enthalt y(w) die Information iiber die Position und die Art der Extrema. Die Funktion
1/|mx(w)|? ist in Abb. 3.11 dargestellt. Wir bestimmen also den Ort der Extrema als Nullstelle der
Ableitung und entscheiden anhand der Kriimmung, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt.

def 1 Gl. 358 , o 242 2 9
yY(w) = ——— = (W —wj)  +4\w
W= e~ )
d
= 2L = 40P~ wh)w + BN W = dw(w? — W + 207

Die Extrema, also die Nullstellen der Ableitung, befinden sich also bei

d
Yo 5 w=0  oder w=4y/wd— 2N
dw

Im folgenden bezeichnen wir die Position der peripheren Extrema durch

Winax =1 /W — 222 (3.59)

Interessant ist, dass die Extrema nicht bei der Kreisfrequenz @ = (/w2 — A2 des ungetriebenen
harmonischen Oszillators liegt, die wir in Gl. 3.37 bestimmt hatten, sondern noch weiter zu tieferen
Frequenzen verschoben sind. Die Extrema fallen bei einer Reibung von A = %wo im Ursprung

zusammen. Man hitte diese qualitative Anderung am aperiodischen Grenzfall, also fir A = wp
erwartet. Dies ist aber nicht der Fall: Die Extrema vereinen sich bereits bei einer geringeren Reibung.

Nun bestimmen wir die zweiten Ableitungen von y(w) um die Kriimmung an den Extrema zu
erhalten:

d2
d—w); = 4(w® — wj + 22?) + 8w?
d2
= —); = —4(wg — 2)\?) und
dw?|,_o
d2
= =3 (wg —2X?) (3.60)
W=TWmax

Dort wo die Extrema getrennt sind, hat y(w) also ein zentrales Maximum und zwei periphere Min-
ima. Das Ulbersetzt sich in ein zentrales Minimum und zwei periphere Maxima fiir |x(w)|. Nachdem
sich die Extrema vereint haben liegt nur ein einziges Maximum von |x(w)| im Zentrum vor.
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Die maximale Amplitude

1 1

1
:twmax = = =
Ixt ) My (Wmax) — My/AXN +4X2w2 —8M% 2mAy/wZ — N2

wachst mit geringerer Reibung immer weiter an. Bei verschwindender Reibung entsteht eine Sin-
gularitat. Dies ist die sogenannte Resonanzkatastrophe. Es wird immer mehr Energie in den
harmonischen Oszillator hineingepumpt, ohne dass dieser sie wieder durch Dissipation abgeben kann.
Die Auslenkung steigt ins Unendliche. Fiir ein reales System, wie zum Beispiel ein Fahrzeug, wiirde
dies unweigerlich die Zerstorung des Systems verursachen.

(3.61)
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Abb. 3.12: Absolutbetrag der dynamischen Suszeptibilitat fiir unterschiedliche Reibungskoeffizienten
wo = 1,A = 0,0.3wp, wo, 3wp. . (Der Faktor 1/m wurde weggelassen.) Ohne Reibung weist die
dynamische Suszeptibilitat Pole bei +wq auf. Eine endliche Reibung macht aus den Polen Maxima.
Die Maxima weden zu geringeren Frequenzen verschoben. Im aperiodischen Grenzfall verschmelzen
die beiden Maxima bei w = 0. Fiir hohe Frequenzen fillt der Betrag der dynamischen Suzeptibilitat
wie 1/w? ab.

3.10.2 Linienbreite und Lebensdauer

Anhand von Absorptionsexperimenten lasst sich viel iiber ein Material erfahren. Stellen wir uns eine
Probe vor, durch die infrarotes Licht scheint. Das Licht erzeugt ein oszillierendes elektrisches Feld,
das Dipole im Material zum Schwingen anregt. Zum Beispiel kdnnten die Dipole aus unterschiedlich
geladenen lonen bestehen, die gegeneinander schwingen. Werden solche Schwingungen angeregt,
entziehen Sie dem Licht Energie, sodass es abgeschwacht wird. Diese Absorption ist besonders
effizient, wenn der schwingende Dipol in Resonanz mit der Frequenz des Lichts ist. Wenn wir das Licht
hinter der Probe in Wellenlangen aufspalten, konnen wir etwas liber die charakteristischen Frequenzen
der Probe erfahren. Dies ist das Prinzip der Infrarot (I.R.)-Spektroskopie, die uns Aussagen zum
Schwingungspektrum von Molekiilen liefert. Ein Beispiel fiir ein Infrarotspektrum ist in Abb. 3.13
abgebildet.

Jedoch erfahren wir aus den Absorptionspektren nicht nur etwas Ulber die charakteristischen Fre-
quenzen, d.h. (ber die Position der Absorptionsbanden, sondern iiber die Linienbreite auch etwas
iliber die Dampfung der Schwingung. Dies sagt uns zum Beispiel, ob ein Atom starken Kontakt mit
anderen Gruppen des Molekiils hat oder nicht.

In der Quantenmechanik lernen wir, dass das Konzept von Teilchen eng mit Schwingungen
verknlipft ist. In diesem Fall entspricht der Zerfall einer Schwingung dem Zerfall eines Teilchens.
Zum Beispiel kann ein Atomkern durch Abgabe eines Elektrons zerfallen. Aus der Energiescharfe der
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Frguency [Cre)
b P icpa P e B PO e PO . DURD . DO AR o

ASSIGNMENTS

3350 OH - Stretch

2930 - CH Aliphatic Stretch i

2860 - CH Aliphatic Stretch

1425 - CH Bending 1425

1065 - CO Stretch

2ER0 1065

Abb. 3.13: Infrarotspektrum.Quelle: http://wwwchem.csustan.edu/Tutorials/INFRARED.HTM

Zerfallsprodukte lasst sich die Lebensdauer des Atomkerns bestimmen. Die Energie ist namlich iiber
das Korrespondenzprinzip E = hw der Quantenmechanik mit einer Frequenz verkniipft. Letzteres ist
eine Aussage der Quantenmechanik und wird erst spater verstandlich. Die Naturkonstante h = 2mh
ist das Plancksche Wirkungsquantum. Die Variable i wird auch als reduzierte Planck-Konstante
oder Dirac Konstante bezeichnet.

Die Lebensdauer einer Schwingung oder eines Teilchens entspricht der exponentiellen Abklingkon-
stante einer gedampften Schwingung und lasst sich anhand der Breite der Banden in der dynamischen
Suszeptibilitat, der Linienbreite, bestimmen.

Nun soll die Bedeutung der Breite der Maxima erortert werden. Wir werden zeigen, dass die
Dynamische Suszeptibilitat durch eine GauBfunktion

2
[X(W)] % [X(Wmax )¢~ m)

angenahert werden kann: Dafiir entwickeln wir den Logarithmus des Betrags der dynamischen Suszep-
tibilitdat um sein Maximum wWmax = \/wg —2X\2 das in Gl. 3.59 bestimmt wurde. Wir verwenden
wieder die Funktion

y(Ww)=1——5
)= TP
deren zweite Ableitungen am Maximum bereits bekannt sind.

Wir driicken also die Ableitungen von In[|x(w)|], die wir fiir die Taylorentwicklung benétigen,
durch die der Funktion y(w) aus. %°

In [[x(w)[] = In [m\/i/(—w)l = —% In [m*y(w)]

dinlix@) _ 11 ody
dw 2m?y(w)  dw

dInflx(w)] 1 1 (dy\*, 1 d%
Codw? 2 <_y(w)2 (dw) " y(w)dwz)

29 Achtung! Wir bilden hier den Logarithmus einer dimensionsbehafteten GréRe: Die Suszeptibilitit hat die Einheit
Zeit zum Quadrat. Bilden wir die Taylorreihe des Logarithmus, erhalten wir Terme mit unterschiedlicher Dimension, was
physikalisch keinen Sinn macht. Wir miissen also zunachst eine dimensionslose GroBe bilden, indem wir einen Faktor,
der die Einheit enthilt, anspalten. Dieser Faktor muss am Ende der Berechnung wieder beriicksichtigt werden. In der
Praxis muss man nichts beachten, auBer wenn eine solche GréBe im Endresultat stehen bleibt.Editor: Formuliere
das besser!
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Die Ableitungen von y(w) haben wir bereits in GIn. 3.61,3.60 bestimmt

Gl. 3 61
Y(Wmax)| 4)‘2( >‘2)
d
dy o
dw wW=FWmax
d2
y Gl. 3.60 8 (w% - 2)\2)
dOJQ W=FWmax

Wir erhalten also fiir die Taylorentwicklung zur zweiten Ordnung
1 ( 1 8(wi —2)?)
2

In[|x(w)] = —% In [m?4X*(wg — X)] + = 24>\2(w§—>\2)> (W = Wmax)? + O(W — Wiax)®

Wenn wir nun die Exponentialfunktion dieser Entwicklung nehmen erhalten wir eine Gaulfunktion.

o 55 (0= o) ) (3.62)

1
W — ——exp | —————~
()l 2mAJ/wi — N2 < 2>\2( g —

Die Breite der Gaulfunktion kann durch ihre Halbwertsbreite

charakterisiert werden. Die Halbwertsbreite oder Linien-

breite Aw ist der Abstand der beiden Frequenzen, bei denen

die Suszeptibilitat auf den halben Wert des Maximums abge-

fallen ist[4]. Manchmal wird auch die Halbwertsbreite auch

als die Halfte der gerade definierten GroRe angenommen.[4] A®
Fiir eine GauRkfunktion der Form

g(x)=e (&)

erhalten wir die Halbwertsbreite Ax durch

(&) :% = (ii)zln [;}M[Q] ol)o ®
HALBWERTSBREITE EINER GAUBFUNKTION
Die Halbwertsbreite Ax einer Gaussfunktion e~ (/)" st
Ax =2y/In[2] xc ~ 1.66511 xc (3.63)

Die Halbwertsbreite der dynamischen Suszeptibilitat ist
222(w2 — A2 A
Aw €' 322395 In(2) #2) = /8In(2)X + O(-—)? ~ 2.35)
wg — 2 wo
Die Halbwertsbreite der dynamischen Suszeptibilitat ist

2)2 A2 A
Aw = 2+/In( (‘”0 =3 ) \/8|n(2)>\+0(w—0)2 ~ 2.35\
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HALBWERTSBREITE DER DYNAMISCHEN SUSZEPTIBILITAT

Aw ~ 2.35X (3.64)

Der Ausdruck ist giiltig fiir kleine Reibungen, bzw scharfe Banden

Damit haben wir einen direkten Zusammenhang zwischen der experimentell zuganglichen Linien-
breite im Absorptionsspektrum und der Abklingzeit oder Lebensdauer 7 = % gewonnen, die uns viel
iiber die Kurzzeitdynamik des Systems verrat.

Zum Beispiel kann man am Infrarotspektrum in Abb. 3.13 ablesen, dass die OH-Streckschwingung
bei 3350 cm™! eine Lebensdauer von etwa 0.1-0.2 ps hat. Zum Vergleich dauert eine Periode
dieser Schwingung etwa 0.01 ps. Die Breite der OH-Schwingung ist deutlich gréRer als die der
CH-Streckschwingung bei 2950 cm™!, was darauf hinweist, dass die OH-Gruppe viel stirker mit
der Umgebung beeinflusst wird. Dies kann zum Beispiel als Existenz von Wasserstoffbriicken zur
OH-Gruppe gedeutet werden.

3.10.3 Phase der dynamischen Suszeptibilitat

Bisher haben wir den Absolutbetrag der dynamischen Suszeptibilitat betrachtet. Dieser Antell liefert
die Amplitude der Schwingung als Funktion der Amplitude der externen Kraft und seiner Frequenz.
Die dynamische Suszeptibilitat ist aber eine komplexe Funktion, die sich nach Gl. 3.57 als

x(w) = [x(w)[e?)

darstellen ldsst. Die Phase ¢(w) sagt uns, um wieviel die Auslenkung x(t) der Triebkraft f(t)
hinterherhinkt.

Die Phase erhilt man wegen e'® = cos(¢) +/sin(¢) aus Realteil und Imaginarteil der dynamischen
Suszeptibilitat.

_osin(@)  IxIsin(¢)  Im(x)
tan(®) = 2os(@) ~ Ixl cos(@) ~ Re(o) (3.65)

Wir miissen also die dynamische Suszeptibilitat Gl. 3.55 in Real und Imaginarteil zerlegen. Dies wird
erreicht, indem wir Zahler und Nenner mit dem komplex Konjugierten des Nenners multiplizieren,
wodurch der Nenner reell wird.

Gl 355 1 1 1 (w3 —w?)—2w

x(w) m (w2 — w?) + 2w " m (W3 — w?)? + 4X2w2 (3.66)
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Die Phasenverschiebung entspricht dem Winkel in der GauRschen Zahlenebene3°

tan(¢(w)) Gl 365 Im{x(w)} GI._3.66 22>\w _ AW 2

Re{x(w)} G- W}

Die Phasenverschiebung ist fiir unterschiedliche Reibungen in Abb. 3.14 dargestellt.

A

/

o
T
w
e
(=)
?
N
3

/]

—0 0 oy =

Abb. 3.14: Phasenverschiebung. Die Phase ist als Funktion der Fregenz fiir verschiedene Reibungen
gezeichnet. Die Antwort x(t) auft der Ursache f(t) hinterher. Dies gilt auch fuer negative neg-
ative Frequenzen, bei denen die Phasenverschiebung positive ist. Bei der Resonanzfrequenz ist die
Phasenverschiebung gerade 90°, was zu einem optimalen Energietibertrag fiihrt. Rechts oben ist die
Phasenverschiebung als Winkel in der komplexen Ebene dargestellt. Rechts unten wird demonstiert
wie die Antwort der Ursache folgt.

e Wir sehen, dass die Auslenkung weit unterhalb der Resonanzfrequenz wg etwa parallel mit der
Triebkraft oszilliert. Die Phasenverschiebung fiir w = 0 verschwindet. Dies ist der quasista-
tionare Fall, bei dem die Auslenkung der Kraft fast sofort folgen kann.

e Bei der Resonanzfrequenz, d.h. bei w = wy, folgt die Auslenkung der Kraft mit einer Phasen-
verschiebung von /2 = 90°.

e Weit oberhalb der Resonanzfrequenz, d.h. w >> wp, steigt die Phasenverschiebung bis auf
T = 180° an.

e Bei kleiner Reibung fallt die Phasenverschiebung abrupt bei der Resonanzfrequenz von 0° auf
—180° ab. Mit ansteigender Reibung verschmiert sich der Ubergang. Beim aperiodischen

30In der GauRsche Zahlenebene entspricht jeder Punkt einer komplexen Zahl. Dabei wird der Realteil nach rechts
und der Imaginarteil nach oben aufgezeichnet. Der Abstand vom Ursprung ist dann der Absolutbetrag und der Winkel
zur “X"-Achse die Phase der komplexen Zahl.



62 3 BEWEGUNGSFORMEN (12H)

Grenzfall und im Kriechfall spielt die Resonanzfrequenz keine besondere Rolle mehr, und die
Phase fillt kontinuierlich mit steigender Frequenz ab.

e Beachte, dass der Graph periodisch in der ¢ Richtung fortgesetzt werden kann, da eine Phasen-
verschiebung um 2 = 360° keine physikalische Konsequenz hat.

e Beachte, dass der Graph inversionssymmetrisch gegeniiber (w, ¢) — (—w, —¢) ist.

3.11 Greensche Funktionen

3.11.1 Einleitung

D.19 304
31

Die Methode der Greensfunktionen ist eine weitverbreitete Methode zur Losung inhomogener
Differentialgleichungen. Wir werden sehen, dass die Greenschen Funktionen eng mit der dynamischen
Suszeptibilitat verkniipft ist.

Aus der Elektrostatik kennen wir zum Beispiel die Poisson Gleichung
= 1
V20(7) = = p(7)
0

Dabei ist ®(F) das elektrostatische Potential, das von einer Ladungsdichte p(7) erzeugt wird. €q ist
die Dielektrizitatskonstante des Vakuums. Als Losung kennen wir den Integralausdruck

1
¢m:/fw—fffmw
deg|F — 1|
| —

G(F.r)

Dabei wurde die Greensfunktion

G(r,r) = B
' 4deq|F — r7|

verwendet. Die Greensfunktion fiir dieses Problem ist gerade das Potential einer Punktladung. Man
erhdlt die Losung der Poisson Gleichung einfach als gewichtetes Integral der Greenschen Funktion
liber die Inhomogenitat.

Die Greensfunktionen spielen in der Quantenfeldtheorie und in der Statistischen Mechanik eine
besondere Rolle.

3.12 Losung des getriebenen harmonischen Oszillators mittels
Greensfunktionen
Wir wollen die Methode der Greensfunktionen am Beispiel des getriebenen harmonischen Oszillators

demonstrieren. Die inhomogene Differentialgleichung des getriebenen harmonischen Oszillators mit
Reibung ist

mx(t) = —cx(t) — ax(t) + f(t) (3.67)

Die Idee ist die folgende: Wir betrachten zunéchst die zeitabhangige Auslenkung x(t) als Folge
eines KraftstoBes bei t = tg, also f(t) = §(t — to). Dabei ist §(x) die Diracsche Deltafunktion.

310liver Heaviside, english electrical engineer, mathematician, physicist. May 18, 1850-Feb.3, 1925.
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KRAFTSTOR

Ein KraftstoB enspricht einem “Schlag” bei dem in infinitesimal kurzer Zeit ein endlicher Impuls
libertragen wird.

F(t) = P5(t — to)

Dabei ist /-:(t) die Kraft die wahrend dem KraftstoR auf das Objekt einwirkt und P ist der dabei
libertragene Impuls.

Die aus dem KraftstoR resultierende Auslenkung x(t) ist die Antwortfunktion auf den KraftstoR
bei t = tp und wir bezeichnen sie mit g(t, to). Diese Antwortfunktion ist gerade die Greensfunktion.
Ist die Greensche Funktion fiir das Problem bekannt, kann jede beliebige Inhomogenitat, also die
externe Kraft, in viele kleine KraftstoBe zerlegt und die Antwort auf diese KraftstoBe iiberlagert
werden.

Die Greensfunktion erfiillt also die Differentialgleichung

mg(t, to) = —cg(t, to) — ag(t, to) +o(t — to) (3.68)

wobei die Zeitableitungen auf das erste Argument der Greensfunktion g(t, ty) wirken. Die Randbe-
dingungen der Greensfunktion sind so gewahlt, dass g(t, ty) = O fiir t < tp, was widerspiegelt, dass
die Auslenkung vor dem KraftstoR verschwindet.

Eine allgemeine zeitabhadngige Kraft (Inhomogenitat) f(t) kann aus KraftstoRen aufgebaut wer-

den,
f(t):/dt’é(t— tYf(t)

die entsprechend der momentan wirkenden Kraft gewichtet werden.
Wegen dem Superpositionsprinzip3? kann die Antwort der Auslenkung auf eine beliebige Kraft
f(t) aus den Antwortfunktionen g(t, to) der einzelnen KraftstoRe aufgebaut werden.

GREENSFUNKTION UND DIE ANTWORT AUF EINE STORUNG

Die Auslenkung x(t) ist die Antwort auf eine Stérung, namlich die Fraft f(t). Storung und Antwort
werden durch die Greensfunktion g(t, t') vermittelt.

x(t) = /dt’g(t, tYF(t) (3.69)

wodurch wir die Losung der inhomogenen Differentialgleichung bei Kenntnis der Greensfunktion direkt
durch Integration erhalten.

Wir beweisen dies, indem wir Gl. 3.69 als Ansatz in die Bewegungsgleichung Gl. 3.67 einsetzen.
- - GI. 3.69 / - / / . / /
mx +cx+ax = /dt [mg(t,t') +cg(t, t') +ag(t, t)] f(t')

Gl.:3.68 /dtl 5(t— t/)f(t’) — f(t) qed

Gl. 3.68 legt die Greensfunktion nicht eindeutig fest. Je nach Anfangebedingungen konnen wir
unterschiedliche Greensfunktionen definieren. Nun bestimmen wir diejenige Greensfunktion, welche

32Das Superpositionsprinzip sagt dass man die Lésung linearer Differentialgleichungen iiberlagern darf. Die Uber-
lagerung ist dann eine neue Losung der Differentialgleichung. Das Superpositionsprinzip gilt ausschlieBlich bei linearen

Differentialgleichungen.
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durch die Differentialgleichung Gl. 3.68 und die Anfangsbedingung

g(—00, to) = g(—00, 1) =0

definiert ist. Dies ist die sogenannte retardierte Greensfunktion, weil die mit dieser Greensfunktion
durch GI. 3.69 bestimmte Antwort immer auf die Ursache folgt.

Als Ansatz wahlen wir g = 0 fliir t < ty und fiir t > t, die bekannte allgemeine Losung der
homogenen Differentialgleichung.

A I‘wl(fffo) B /‘UJQ(t*tO) f t >t
9(t. to) = { oo o ’ (3.70)

0 fir t<tp

wobei wy /» die beiden komplexen Losungen aus Gl. 3.34 fiir die Frequenz des harmonischen Oszillators
mit Reibung sind sind.

Wir miissen nun noch die Koeffizienten A und B bestimmen. Wegen der Deltafunktion als In-
homogenitat ist die Bestimmung der Koeffizienten nicht ganz trivial. Deswegen zeigen wir hier die
entsprechende Methode: Das Prinzip soll zunachst an einem einfachen Beispiel gezeigt werden, bei
dem der Einfachheit halber Kraftkonstante und Reibung auf Null gesetzt werden. Die Gleichung fiir
die Greensfunktion Gl. 3.68 hat dann die Form

mg = §(t — to)
Wir integrieren zwei mal und erhalten unter Beriicksichtigung der Integrationskonstanten C und D,

mg=C+0(t—ty)
mg(t, to) = D+ Ct+ (t — t0)0(t — to)

Dabei ist 8(t) die Heavisidefunktion.33

Die Integrationskonstanten verschwinden beide wegen der Randbedingung, dass die Greensfunk-
tion fiir t < tg verschwinden muss. Damit erhalten wir fiir unser einfaches Beispiel

9(t, to) = l(t — t0)9(t — to)
m

Wichtig ist, dass die Losung stetig ist, aber einen Sprung in der ersten Ableitung besitzt, den man
durch Integration der Bewegungsgleichung iiber to bestimmen kann. Der Grund liegt darin, dass die
zweite Ableitung einen Deltafunktionsanteil besitzt, der sich nach einer Integration in eine Stufe in
der ersten Ableitung libersetzt.

Nun wenden wir dasselbe Prinzip, leicht variiert, auf unser Problem, den gedampften harmonischen
Oszillator, an: Wir gehen von der Differentialgleichung Gl. 3.68 fiir die Greensfunktion aus und
integrieren sie zweimal bezliglich t:

mg(t, to) 2% —cq(t, to) — ad(t, to) + 8(t — to)
mg(t, ty) = C—c[/_ dt’g(t’,to)]—ag(t,to)—f—i?(t—to)

t t” t
mg(t, t5) = D+Ct—c/ dt” [/ dt’g(t’,to)l—a[/ dt’g(t’,to)}

+(t — to)0(t — to)

33Die Heavisidefunktion ist durch

fiir x <0

0
9(x)={§ fiir x=0
1

fiir x>0
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Wiederum verlangen wir, dass die Greensfunktion vor dem Kraftstol verschwinden soll. Deshalb
tragen die Integrale fiir t < tg nichts bei und auerdem verschwinden die Integrationskonstanten C
und D. Schlieflich lassen wir t von rechts gegen ty gehen. Aus den letzten beiden Gleichungen
erhalten wir die Bedingungen3*

. 1
lim g(t, tp) = —; lim g(t, t5) =0 3.71
i, 9(t, to) p= i, 9(t, to) (3.71)
Bei der Herleitung haben wir zuerst die zweite Gleichung von Gl. 3.71, die Stetigkeitsbedingung,

bestimmt und bei der Herleitung der ersten Gleichung verwendet.
Mit Hilfe dieser Bedingungen lassen sich die Koeffizienten A, B in Gl. 3.70 bestimmen.

lim gt 10) = lim_|iAw; e (70 4 jBune ()]
t—ty t—ty
1
= /(A(,Ul + B(,dg) ; —
m

lim g(t, to) = lim [Aet(=0) 4 petex(t=)]
t—ty t—tg

—A+B=0

Wir 16sen auf und erhalten
A il d B /
= un =
m(w; — w>) m(w; — w>)

Damit erhalten wir die endgiiltige Form der Greensfunktion

GREENSFUNKTION DES GEDAMPFTEN HARMONISCHEN OSZILLATORS

(3.72)

g(t tO) G/.:3,7O m [eiwl(i’ffo) _ elldz(tfi‘o):l fir £ > T_'O
| O fur t < tO

Dabei sind wq/, durch Gl. 3.34 auf S. 45 gegeben.

Wir erhalten also
e im gediampften und ungedimpften Fall mit w; = @+ i\ und wo = —@-+ i\ die Greensfunktion3®

1 in(@(t — to))e Mt—t) fiir t > ¢,
g(t, tO) _ _ Sm(&/( 0))6 EH‘ 0
miw | 0 fir t < ty

und die Bahnkurve

x(t) = /Oo dt’ g(t, t")f(t)

—00

t
1 t
= dt’ —sinw(t — e M F(t
/;) —sinu(t - t)e ()
Achtung: Bei einer Greenschen Funktion, die nicht abklingt, ist das Integral nicht definiert. In
diesem Fall flihrt man eine infinitesimale Dampfung ein und bildet anschlieBend den Grenzfall
verschwindender Dampfung.

34Das Symbol tgr bezeichnet einen Wert der infinitesimal groBer als tg ist. In diesem Fall wird damit der rechtsseitige
Grenzwert bei tg bezeichnet.
35(wy — wp) = 2@ und /@t — e~ = 2jsin(@t).
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a(t.to)

gedampft
N\ -
A g(tstO) 1:0 \/ t
aperiodisch
|
tuberdampft
[—— _ -
t, t

Abb. 3.15: Greensfunktionen fiir den gedampften harmonischen Oszillator im gedampften, aperiodis-
chen und iiberdampften Fall.

e im Uberdampften Grenzfall mit wy = iy and wp = iA_

1 e~ A-(t—to) _ o= A+(t—t0) flir t > ¢
g(t, to) = { [ | :

mhy —X_) |0 fiir t < ty

und die Bahnkurve

x(t) = /Oc dt’ g(t, t"Yf(t)

—00

t
/ 1 (=) i (t=t)] fpa
= - _ + f‘
[wdt O =) {e e } (t

3.13 Zusammenhang zwischen Greensfunktion und dynamischer
Suszeptibilitat

Die Dynamische Suszeptibilitat ist gerade die Fouriertransformierte der Greensfunktion. Deshalb wer-
den beide auch Antwortfunktionen genannt. Hier soll dieser Zusammenhang zwischen Greensfunktion
und Suszeptibilitat deutlich gemacht werden.

Wir beginnen mit der allgemeinen Form der Greensfunktion von Gl. 3.72

—i8(t — to)

/‘wl(t—to) _ fwz(t—to)
e e
m(wy — wo)

g(t to) =
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und bilden die Fouriertransformierte beziiglich der ersten Zeitkoordinate t

J(w, o) = / dt e”"*’tg(t, to)
—0o0
= /OO dt efthM |:el'w1(t7t0) _ e’.WZ(t*tO):|
—00 m((Ul - (JJ2)
I'e—iwfo

_ - /OO dt e—iw(t—to) |:eiw1(t7to) _ el‘wg(tfto):|
m((,d]_ - Ld2) to

—je~iwto 0 . .

_ / dt {er(un—w)t _ er(w—w)t}

m(w1 — w2) Jo
Imfw]>0 —ie” WP [ -1 -1 ]

m(wy — wy) |i(w1 —w) (w2 —w)

B e—iwfo Wo — W1
m(w1 — w2) (w1 — w)(w2 — w)
e—iwto 71

m w?4 wiws — (W1 + wo)w

Nun ersetzen wir die beiden Eigenfrequenzen mittels Gl. 3.34 S. 45

c a2 .« .
wr =+ ——(—) +iz—= =W+ I\
m 2m 2m

¢ = ( ) )2 B
= — - _ — = — j
? m 2m 2m
wobei auch @, wie im Kriechfall, imaginar sein darf. Damit erhalten wir
Wiws = (@ + iX) (—@ 4+ iN) = —@°% — X? = —w?
w1+ wp = (@ +iX) + (=@ +iX) = 2ix
Wir erhalten

e—/wto _1 e—/wto 1

w, t == = -
9(w. to) m w?4 wiws — (W1 + wo)w m w3 —w?+ 2w

Im letzten Term erkennen wir, fiir to = 0, gerade die dynamische Suszeptibilitat x aus Gl. 3.55 auf
S. 54. Die dynamische Suszeptibilitat ist also gerade die Fourier transformierte der Greensfunktion.

Es gilt also

ZUSAMMENHANG ZWISCHEN GREENSFUNKTION UND DYNAMISCHER SUSZEPTIBILITAT

—iwty

9(w, to) = x(w)e

3.14 Pole der Greensfunktion

Die Greensfunktion hat zwei Pole in der komplexen w-Ebene, die gerade an den Positionen der

Eigenfrequenzen liegen.
e~ wh 1 1
w, ty) = —
9(w. o) m(wy — wo) (w—wl w—w2>
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3.15 Zusammenfassung

Mathematische Wiederholung:

e Umwandlung Matrix-Vektor Notation und Komponentenschreibweise.
e Matrixdiagonalisierung

e Funktionen von Matrizen

e Fouriertransformation

e Komplexe Zahlen

e gewdhnliche Differentialgleichungen (Exponentialansatz, konstante Koeffizienten, homogen, in-
homogen, Anfangsbedingungen

e Ebenengleichung
e Kurvendiskussion

e Heaviside und Deltafuntion

Alle Matrizenoperationen wie Matrixdiagonalisierung,Inversion oder die Auswertung von Funktionen
von Matrizen sollten anhand von 2 x 2 Matrizen explizit vorgefiihrt werden kdnnen.

Verlet Algorithmus zur numerischen Losung von gedhnlichen Differentialgleichungen Prinzip Dif-
ferentialquotient, Zeitschritt, Stabilitat.

Modellsysteme

e Freies Teilchen m.F. =0

Freier Fall mr = Fy

Freier Fall mit Reibung mr = Fo — af

[ ]
e Harmonischer Oszillator mr = —cx
e Harmonischer Oszillator mit Reibung mr = —cx — ar
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Harmonischer Oszillator

e Dynamische Matrix

e | osungsweg beim Vieldimensionalen harmonischen Oszillator

e Form der Loesung des Vieldimensionalen harmonischen Oszillator (Schwingungsmoden)

Dynamische Matrix, dynamische Suszeptibilitat, Linienbreite, Lebensdauer, Greensche Funktion,
Kraftstols
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Chapter 4

Wirkungsprinzip (4h)

4.1 Einleitung

Bisher haben wir uns mit der Losung individueller Teilchenbahnen
beschaftigt.  Haufig interessieren die individuellen Teilchenbahnen
weniger als libergeordnete Aspekte der Dynamik. Stellen wir uns ein Ma-
terial vor, das aus Myriaden von Atomen besteht. Es ist aussichtslos, die
Anfangsbedingungen der Atomdynamik an das Experiment anzupassen
oder diese Bewegungsgleichungen zu I6sen. Solche Systeme sind zu-
dem im Allgemeinen chaotisch, was bedeutet, dass der kleinste Fehler in
den Anfangsbedingungen in kiirzester Zeit enorm anwachst. Allerdings
haben diese Materialien dennoch Eigenschaften, die nicht wesentlich von
den Anfangsbedingungen abhangen. Haufig sind gerade diese Eigen-
schaften von Interesse, weil nur sie auch reproduzierbar sind.

Fiir eine solch iibergeordnete Beschreibung der Dynamik hat sich
das Wirkungsprinizip als aulerordentlich nutzlich erwiesen, das wir in

diesem Kapitel vorstellen werden. Abb. 4.1: Joseph Louis La-

Die Grundlage des Wirkungsprinzips wurde 1747 von Maupertuis grange, 1736-1813

gelegt als er das folgende Postulat aufstellte: “Die Natur wéahlt unter
allen méglichen Bewegungen diejenige aus, die ihr Ziel mit dem kleinsten Aufwand von Aktion
(Wirkung) erreicht” Fiir die menschliche Natur ware dies eine naheliegende Vermutung.

Das Wirkungsprinzip bildet die Grundlage der modernen Beschreibung der Physik. Es lasst sich
sowohl in der klassischen Physik als auch in der Quantentheorie einsetzen. Wahrend Newton seine
Gleichungen anhand von Beobachtungen abgeleitet hat, sind viele Probleme fiir eine solche Vorge-
hensweise zu komplex. Deshalb geht man in der Elementarteilchenphysik von beobachteten oder
postulierten Symmetrien aus und sucht sich danach magliche Bewegungsgleichungen, die mit diesen
Symmetrien vereinbar sind. Diese werden anschlieBend anhand des Experiments verifiziert oder aus-
geschlossen.

Das Wirkungsprinzip eignet sich auch fiir Koordinatentransformationen. Diese sind zur Verein-
fachung von Bewegungsgleichungen niitzlich. Sie stellen aukerdem den Zusammenhang mit Symme-
trien her.

Die Beriicksichtigung von Zwangsbedingungen wird durch das Wirkungsprinzip deutlich verein-
facht. Zwangsbedingungen spielen zum Beispiel bei der Bewegung eines Zuges, die immer parallel
zu Schienen verlaufen muss, eine Rolle. Ahnlich besteht ein Motor aus vielen Teilen, von denen
sich jedes nur entlang einer genau vorgegbenen Bahn bewegen darf, damit die Motorkraft gezielt in
den Vortrieb umgewandelt wird. Durch diese Zwangsbedingungen wird aus einer linearen Bewegung
des Kolbens eine Drehbewegung der Rader und aus der Bewegung der Rader wieder eine lineare
Vorwartsbewegung des Autos.

71
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In Simulationen werden allerhand Tricks verwendet, deren Auswirkungen genau verstanden sein
missen. Dabei ist das Wirkungsprinzip ausgesprochen niitzlich, um die Bewegungsgleichungen zu
formulieren und um das Verhalten der resultierenden Bewegungsformen zu verstehen.

Das Wirkungsprinzip ist durch seine elegante Einfachheit besonders faszinierend. Im Prinzip kann
die Dynamik aller elementaren Teilchen und Wechselwirkungen mit Hilfe des Wirkungsprinzips durch
nur eine einzige Funktion definiert werden.

Wahrend das Wirkungsprinzip fiir einfache Probleme wie eine unnotige Komplizierung erscheint,
so entfaltet sich der Wert des Wirkungsprinzips bei komplizierteren Problemen.

Ich fasse zusammen. Die Vorteile des Wirkungsprinzips sind

e Eleganz

Koordinatentransformationen

Symmetrien und Erhaltungsgrofen

Zwangsbedingungen

Eine einzige Funktion statt vieler Differentialgleichungen

Grundlage der Quantenmechanik

Bestimmung von Bewegungsgleichungen anhand von Symmetrien

4.2 Hamiltonsches Prinzip

D.18 300

Das Hamiltonsche Prinzip' wird als Prinzip der kleinsten Wirkung? bezeichnet. Jedem nur
erdenklichen Pfad X(t) zwischen zwei Punkten wird eine Wirkung S zugeordnet. Ein Teilchen “wahlt”
sich genau den Pfad mit der kleinsten Wirkung.

Dazu definieren wir zunachst das Wirkungsfunktional, das jedem Pfad der zur Zeit t; mit den
Koordinaten X; beginnt und zur Zeit t, bei den Koordinaten X, endet, einen Wert, die Wirkung S,
zuordnet. Ein Pfad ist dabei eine beliebige stetige Funktion X(t) der Koordinaten von der Zeit. Es
gibt keiner anforderung an seine Differenzierbarkeit. Wir beschreiben hier die Koordinaten durch das
Symbol® X um zu verdeutlichen, dass es sich hier nicht notwendigerweise um raumliche Koordinaten
handeln muss. Mann nennt X auch verallgemeinerte Koordinaten.

Definition 4.1 WIRKUNGSFUNKTIONAL ?

t2, 3 -
S[X(1)] = /t ot L(%,V,t)  wobei vdzef% (4.1)
1,X1

Die Einheit der Wirkung ist Energie mal Zeit. Sie hat also dieselbe Einheit wie ein Drehimpuls.

aZUR NOTATION: DER AUSDRUCK T}, X; BESCHREIBT NICHT ZWEI BEDINGUNGEN: DIE WERTE X, )_i,:
SIND NICHT DIE INTEGRATIONSGRENZEN, SONDERN BESTIMMEN DIE RANDBEDINGUNGEN: X(T;) = X;

Die Funktion £(X, V, t) heiRt Lagrangefunktion. * Der Lagrangefunktion kommt im Folgenden eine
zentrale Rolle zu.

IWilliam R. Hamilton. 1805-1865 Irischer Mathematiker, Physiker, Astronom.

2Korrekt heit es das Prinzip extremalster Wirkung.

3In Textbiichern wird hier iiblicherweise das Symbol G statt X gewahlt.

4Joseph Louis Lagrange, 1736-1813 ltalienischer Mathematiker und Astronom. Begriinder der analytischen
Mechanik



4 WIRKUNGSPRINZIP (4H) 73

Die Wirkung kann grob gesprochen als Aufwand betrachtet werden, der nétig ist, um in dem
gegebenen Zeitintervall von einer Anfangsposition X; zu einer Endposition Xr zu gelangen. Deshalb
bezeichne ich das Wirkungsprinzip gerne auch als das Prinzip der maximalen Faulheit.

Das Wirkungsprinzip, auch Hamiltonsches Prinzip genannt, sagt nun, dass von allen Pfaden der-
Jenige mit einer extremalen Wirkung verwirklicht wird.

HAMILTONSCHES PRINZIP

Von allen stetigen Pfaden X(t) mit X(t;) = X; und X(tr) = X¢ wird derjenige realisiert, fiir den die
Wirkung ein lokales Extremum aufweist.
Fiir den physikalischen Pfad, die Bahnkurve, verschwindet also die Variation der Wirkung

0 S[Y(t)] =0
bzw. ihre Funktionalableitung?

5s
ax;(t)

Der Index j ist hier der Komponentenindex des Vektors X und bezieht sich nicht auf Anfangs, bzw.
Endpunkt

aDie Begriffe Variation und Funktionalableitung werden spater noch genauer erklart.

Prinzipiell ist das Wesentliche nun dargelegt. Nun folgen eigentlich nur noch mathematische
Folgerungen, wenn auch nicht ganz einfache.

4.2.1 Beispiele fiir Lagrangefunktionen
Teilchen im Potential

Die meisten Probleme der Mechanik lassen sich durch die Lagrangefunktion beschreiben, die als
“kinetische Energie minus potentieller Energie” dargestellt werden kann. Fiir ein Einteilchensystem
bedeutet dies

L7V, t) = %mv2 V(P t) (4.2)

Dabei ist V(7 t) das Potential und V(t)d:ef;“(t) die Geschwindigkeit.

Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Es gibt aber auch Probleme, die nicht in dieses Muster “Lagrangefunktion gleich kinetische weniger
potentieller Energie” fallen, wie zum Beispiel ein geladenes Teilchen im Magnetfeld, welches durch
die Lagrangefunktion

1 .
1) = §m\72 — q®(F, t) + qVA(F, t) (4.3)

<!

L(F,

beschrieben wird. Dabei ist g die Ladung des Teilchens, ®(F, t) das elektrische Potential und A(7, t)
das Vektorpotential, das wir im nachsten Band von ®SX kennen lernen werden. Elektrostatisches
Potential und Vektorpotential hangen iiber

B(F, t) =V x A(F, t)

E(F,t) = —VO(F, t) — 8;A(F, t)

mit dem elektrischen Feld £ und dem Magnetfeld B zusammen.
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4.2.2 Extremalbedingung und Funktionalableitung

Wir wollen uns hier den Begriff der Funktionalableitung und die Bedeutung des Extremalprinzips fiir
Funktionale anhand der Analogie von Funktionalen zu Funktionen verdeutlichen.

1. Die Ableitung einer Funktion f eines Skalars x erhalten wir aus der folgenden Konstruktion:

df , df
f(x+dx)="rf(x)+ adx+0(dx )& df = adx

daf i f(x+ dx) —f(x)

dx  dx—0 dx

Um die Position xp eines Minimums der Funktion f(x) eines Skalars x zu bestimmen, suchen
wir die Punkte, an denen die Ableitung der Funktion verschwindet.

) df
f(x):mlnéazowxo

Beachte, dass aus dem Verschwinden der Ableitung nicht eindeutig auf ein Minimum geschlossen
werden kann, sondern dass auch ein Sattelpunkt oder ein Maximum vorliegen konnte.

2. Die partielle Ableitung einer Funktion f(X) eines Vektors X erhalten wir aus der folgenden
Konstruktion:

F(X+ dX) = F(X) + dXVF + O(|dx]?) = F(x) + > %dxf + O(|dx?)

o of _ iim f(X+ X&) — f(X)
aX,' A—0 A

Dabei ist & der Einheitsvektor, der in Richtung der i-ten Koordinatenachse zeigt. Die Kompo-
nenten von & sind gerade das Kronecker-4, i.e. (&); =9 ;.

Um die Position X eines Minimums der Funktion f(X) eines Vektors X zu bestimmen, suchen
wir die Punkte, an denen alle partiellen Ableitungen der Funktion verschwinden.

of
f(X) =min = —— = 0~ X
(X¥) = min Bx ~ Xo
Beachte, dass die partiellen Ableitungen am Extremum fiir alle / verschwinden miissen.
3. Der wesentliche Unterschied zwischen einem Funktional F[x(t)] und einer Funktion f(X) =
f({x;}) ist, dass der Komponentenindex / des Vektors X durch einen kontinuierlichen Index t

ersetzt wird. Dadurch wird aus dem Vektor X eine Funktion x(t) und aus der Funktion f(X)
ein Funktional F[x(t)].

Die Funktionalableitung eines Funktionals F[x(t)] erhalten wir aus der folgenden Konstruktion:

Flx(t) + 6x(t)] = F[x(t)] + / dt 5){—5)&&) + 0(6x?)
oF im Flx(t) + Xo(t — to)] — F[x(t)]

&
O0x(tg) A=0 A
wobei §(t — tg) die Diracsche Deltafunktion ist.

Um die Bahn [Xy(t)] zu bestimmen, fiir die das Funktional F[x(t)] einer Funktion X(t) min-
imal wird, suchen wir die Funktionen, an denen alle Funktionalableitungen des Funktionals
verschwinden.

F[X(t)] = min = 626) =0~ [X(t)]

Beachte, dass die Funktionalableitungen am Extremum fiir alle t verschwinden miissen. Das
Minimum ist nun die Funktion Xp(t).

Der wesentliche Unterschied zur Minimalbedingung fiir eine Funktion eines Vektors ist, dass die
Vektorindizes kontinuierlich geworden sind / — t.
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4.2.3 Euler-Lagrange-Gleichungen

X A

Abb. 4.2: Variation des Weges.

Wir gehen nun von einem Pfad x(t) aus und untersuchen die Anderung 6S der Wirkung, wenn wir
den Pfad ein wenig verandern. Der gednderte Pfad ist x(t)+ dx(t). Da nur solche Pfade in Betracht
kommen, welche die Randbedingungen x(t;) = x; und x(tf) = x¢ erfiillen, muss die Variation §x(t)
am Anfang und am Ende verschwinden.

S[x(t) +ox(t)] = /

ti. X

te Xr

dt .c(x(t) 1 ox(t), X(t) + 0x(b), t)

v(t)+ov(t)
Wir entwickeln die Lagrangefunktion in eine Taylor-Reihe®:
f2.%2 . oL oL _. .
:/ dt {.c(x(t),x(t), t) + —ox(t) + ——ox(t) + O(éx,éx)z} (4.4)
X Ox Oov
Der Term
oL
Ov

ist die Ableitung der Lagrangefunktion £(x, v, t) nach dem zweiten Argument, das die Geschwindigkeit
des Pfades aufnimmt. Dies Ableitung wird gewohnlich als

oL
ox
geschrieben. Da diese Schreibweise zu Beginn etwas verwirrend ist, werde ich sie zundchst vermei-

den und sie erst spater einsetzen, nachdem wir uns etwas an die Ausdriicke gewohnt haben.. Die
Ableitungen der Lagrangefunktion werden jeweils fiir die Argumente x(t), v = x(t), t gebildet.

Der erste Term aus Beziehung Gl. 4.4 wird integriert und ergibt unter Verwendung der Definition
der Wirkung Gl. ?7:

- S[x(t)]+/ttf dt Z—féx(t) + g—f (:téx(t)) + O(6x(1))?
—_—— —

i

A

5Beachte, dass mit dem Pfad nur x(t) und x(t) variiert wird, nicht aber t
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Partielle Integration® des mit A bezeichneten Terms liefert

= S[x(t)]+/:f dt ox(t) {Zf - (igf)} + /: dt % {gféx} + O(6x(t))

s[x(t)]+/:F dtéx(t){gi (i%)}* %6

Zusammengefasst erhalten wir also

s[x(t) +6x(t)} - s[x(r)] +/ttf dt {gf - (igﬁ)}ax(t) +0(6x(1))?

Funktionalableitung: %(St)

Ox(tr) — %

= 5x(t;) +0(6x(t))

Xi, Vi ti “"70

Xf,Vf, tr

Betrachtet man obigen Term, so erkennt man, dass der erste Teil des Terms S [x(t)] die Wirkung
des Pfades x(t) darstellt. Der zweite Term ist die erste Variation der Wirkung um x(t).

Den Vorfaktor 627&) vor dem linearen Term nennt man Funktionalableitung, d.h.

0S
S[x(t) + dx(t)] = S[x(t)] + / dt 6X—(t)6x(t) +0(6x(t))?
Di Funktionalableitung unserer Wirkung hat also die Form
o5 _oc _dor
ox(t)  OX|yyveirne It OV i) vmi(or

Soll nun die Gesamtwirkung minimal sein, muss der Integrand fiir alle §x(t) Null werden. Dies ist
nur dann der Fall, wenn die Funktionalableitung der Wirkung im Intervall |t, to[ verschwindet.

Damit erhalten wir als Bedingung fiir das Hamiltonsche Prinzip die

EULER-LAGRANGE-GLEICHUNG

55 ocC (dac

5x(0) = 3% c/t8v> =0 with V=X (4.5)

Bemerkung: Im Folgenden wird haufig fiir die Euler-Lagrange Gleichung die Abkiirzung ELG verwen-
det.

4.2.4 Aquivalenz von Hamiltonschem Prinzip und Newtonschen Gleichungen

Die Newtonschen Gleichungen folgen direkt aus dem Wirkungsprinzip. Wir zeigen dies am Beispiel
der Lagrangefunktion Gl. 4.2

L(x, v, t)= %mv2 —V(x)

Einsetzen in die Euler-Lagrange-Gleichungen fiihrt auf

oc_doc _ ov_d .
ox dtov  ox dt
was uns, nach Ersetzen von F = —g—\x/ und v = x, die bekannte Newtonsche Bewegungsgleichung

liefert.

mX = F

bsieche Anhang D.11.2.
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4.3 Eindeutigkeit der Lagrangefunktion

Die Frage, ob die Lagrangefunktion, die zu einer gegebenen Bewe-
gungsgleichung gehort, eindeutig ist, wird spater bei den kanonischen
Transformationen in Kapitel 11.3 eine wichtige Rolle spielen. Editor:
Siehe nach ob der Verweis korrekt ist.

Das Funktional

t2.xe . d
S'x(t)] = / dt {E(X,X, t) + — A(x, t)}
tox dt
ist variationell fiir denselben Pfad wie

S[x(£)] = /ttm L0x % 1) dt,

1,X1

denn

Abb. 4.3: Leonhard Euler,
S'x(t)] = S[x(t)] + A(x2, t2) — A(xq, t). 1707-1783 (von Emanuel
Handmann 1753)

Da der Pfad an den Anfangs- und Endpunkten wegen den Randbedin-
gungen nicht variiert werden darf, tragt A nicht zu einer solchen Varia-
tion bei.

Deshalb kann zu jeder Lagrangefunktion eine Funktion der Art

d ON. OA
EA(X, t) = aX + E

addiert werden, ohne dass sich der physikalische Pfad xp(t) dndert. A ist also nicht “beobachtbar”.

4.3.1 Exkurs: Veranschaulichung des Wirkungsprinzips

Um sich das Wirkungsprinzip zu veranschaulichen, scheint mir die folgende Analogie niitzlich, die am
Beispiel des freien Falls dargestellt wird. Die Wirkung fir ein Teilchen in einem Potential V/(x) hat

die Form.
S[x(t)] = /dt (;m>'<2 —\/(x)>

Wir diskretisieren die Wirkung in der Zeit. Die diskreten Zeitpunkte sind tj = tg 4+ A - i, wobei / von
0 bis N lauft. Die entsprechenden Positionen bezeichnen wir mit x; = x(t;).

i=0 i=0
N—-1 1 m N
=23 %A (Xi+1 = Xi) JFZ(*AV(X:))
=0 N~~~ =0 W(x)
c
N—-1 1 N
= - EC(XH-I _Xr) +Z;W(XI)
1= 1=

Dieser Ausdruck entspricht der potentiellen Energie eines Systems von Teilchen, die das Potential
W (x) = —V/(x)A erfahren und die durch Federn mit der Kraftkonstante ¢ = § miteinander verbunden
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sind.”

Die Abbildung demonstriert das Prinzip an einem einfachen Fall, namlich V(x) = —gx. Dies ist der
freie Fall, wobei die x-Achse entgegen der iblichen Konvention zum Erdmittelpunkt hin zeigt. Die
Wahl des Vorzeichens mag im Vergleich zum freien Fall etwas verwirrend sein, und wurde nur der
einfacheren Darstellbarkeit halber gewahlt.

Nun konnen wir das Minimum dieser potentiellen Energie unter der Randbedingung suchen, dass
xo und xp einen vorgegebenen Wert besitzen. Das System wird im Potential W(x) durchhédngen
um W(x;) zu minimieren. Dabei spannen sich aber die Federn, was deren Energie erhoht. Im
Gleichgewicht, das heift im Minimum der Energie, heben sich die Krafte der Federn und die des
Potentials gerade auf.

Ist das Potential konstant, wie in der obigen Abbildung erhalten eine Parabelkurve, genau wie im
freien Fall, der durch die entsprechende Wirkung dargestellt wird.

In dieser Analogie wurde die kinetische Energie durch die Federspannung ersetzt. Anstelle einer
zeitabhangigen Bahn eines einzigen Teilchens, betrachten wir in dieser Analogie ein rein statisches
Modell vieler Teilchen.

4.4 Zwangsbedingungen

4.4.1 Einleitung

Es sollen im Folgenden Systeme betrachtet werden, in denen bestimmte GréRen durch die Konstruk-
tion oder sonstige Bedingungen fest vorgegeben sind.

Hier einige Beispiele:

e Das Fadenpendel: Es wirkt eine zusatzliche Kraft (Zwangskraft) auf das Gewicht bei 7(t), so
dass der Abstand vom Aufhangepunkt bei 75 konstant bleibt, d.h.

|P(t) =Rl =1

e Der Motor: Bis auf einen einzigen Freiheitsgrad sind alle Bewegungen durch Zwangskrafte
eingeschrankt.

"Die folgende Abbildung ist kein exaktes Abbild der obigen Gleichung, weil die Linge einer Feder in diesem Modell
den Wert

dw\?
VAX2 + A2 + (AW)2 = \/Ax2 + A? 4+ (Ax)? <d—) + O(Ax3)
X
1 dw\?
=A14+—= |1 —
J + A2 + < dx >
1+ dw?
dx
Um das Bild mit unserer Gleichung in Einklang zu bringen, muss also die Kettenlange und die vertikale Variation von

W(x) klein sein. Ein besseres Modell wére eine Kette, die senkrecht nach unten hangt und deren Anfang und Ende
sich nur durch den vertikalen Abstand unterscheiden. Die Gravitationskraft wiirde dann das Potential reprasentieren.

Ax2 + O(Ax3)

1
=A+3 Ax? +0O(AX3)
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Nockenwelle

Zindkerze Ventilfeder

Einlassventil Auslassventil

Brennkammer
Wasserkihlung
Zylinder (Kolben)

Kolbenringe
Zylinderkopf

Pleuelstange
=Kolbenstange

Gegengewicht

Olsumpf

Kurbelwellengehause

Abb. 4.5: Klassischer Kolbenmotor

e Die Briicke: Eine Briicke muss in gewissen Grenzen beweglich sein, um den Windkraften
standhalten zu konnen. Dadurch werden die Maximalkrafte gleichmaRig auf alle Komponenten
verteilt. Die Bewegung einer Briicke durch die Windkraft ist durch Zwangskrafte eingeschrankt.
Wenn eine Zwangskraft iiber eine kritische Schranke ansteigt, die durch die Stabilitdt seiner
Komponenten gegeben ist, stiirzt die Briicke zusammen.

Die oben beschriebenen Zwangsbedingungen fallen in die Klasse holonomer Zwangsbedingungen:

Definition 4.2 HOLONOME ZWANGSBEDINGUNGEN
Eine holonome Zwangsbedingung kann durch eine Gleichung

G(X,t)=0 (4.6)

ausgedriickt werden.

Man unterscheidet hierbei die holonom-skleronomen Zwangsbedingungen, bei denen die Zeitab-
héngigkeit von G verschwindet, und die holonom-rheonomen Zwangbedingungen, bei denen die
Zeitabhangigkeit nicht verschwindet.

Wir werden uns im Folgenden auf holonome Zwangsbedingungen beschranken. Nicht-holonome
Zwangsbedingungen enthalten zum Beispiel eine Ungleichbeziehung anstelle der Gleichheit in Gl. 4.6.
Ein weiteres Beispiel ist eine Zwangsbedingung, die sich nicht durch ein totales Differential darstellen
lasst. Sie hatte die Form ), fi(X, t)dx; + fodt = 0, wobei die Funktionen f; sich nicht als Gradi-
entenfeld einer Funktion G(X, t) darstellen lassen. Ein Beispiel fiir eine solche Bewegung ware ein
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Schlittschuh, der nur in Richtung der Kufe gleiten kann.

Beispiel: Zweidimensionales Pendel mit gleitender Aufhangung als Beispiel einer holonomen
Zwangsbedingung.

Gi(x1, 21,0, ) =21

Go(x, 21, %0, ) = (0 —x1)° + (22 — 21)* — £
4.4.2 Losung mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren

D.20 306

Im Folgenden verallgemeinern wir die Methode der Lagrange-Multiplikatoren auf Funktionale.
Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren ist im Anhang D.20 auf Seite 306 beschrieben. Entsprechend
der Methode der Lagrange-Multiplikatoren erweitern wir das Wirkungsfunktional um die Zwangsbe-
dingung G, (x(t)) = 0:

s[x,-(r),x(t)} :/t

1,X1

2, X2

dt {£(x. %, 1) + D" Aa(t)Galx. 1) |

L

_ Wir fassen die Lagrangefunktion £ mit dem Zwangsbedingung in der erweiterten Lagrangefunktion
L zusammen

LEL 4+ XaGa

AnschlieBend verfahren wir nach den folgenden Schritten.

1. Aufstellen der Euler—Lagrange—GIeichung: Nun bilden wir wie bekannt die Euler-Lagrange-
Gleichungen mit der erweiterten Wirkung £

d oL oL d oL oL 0G,
(dt@v,-) B Ox; n (dt@v,-) - aix, o %:Aa(t) Bx; =0 (4-7)

Zwangskraft
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2. Zweite Ableitung der Zwangsbedingungen nach der Zeit
Aus G4(x(t),t) =0 folgtdjf;’ = 0. Dadurch erzeugt man zusatzliche Gleichungen, welche
zweite Ableitungen des Pfades enthalten. Dies erlaubt es spater, die Lagrange-Multiplikatoren
zu eliminieren.

L d? d 0G, . 0G4
0= gplalxt) =7 l D% at]
_y 0%Ga G 0Ga ».
- ox;0x; "' —~ 0tOx; ! ax; !
5 0%Ga ;| 8°Ga
p otox; ! ot?
0G4 .. 0°Gy . . 0%Gy . 8%Gy
= 0= - 67)(1-)(1.+iZji@Xja)(J'X[Xj—'_QZiat@XiXI—F781_'2 (48)

3. Einsetzen der Beschleunigungen in die Zwangsbedingung und Auflésen nach den Lagrange-
Multiplikatoren:

Die Euler-Lagrange-Gleichungen Gl. 4.7 werden nach den Beschleunigungen aufgelost. Man

erhilt also X; als Funktionen von X, >? {Aa}, t . Im Allgemeinen hangt jeder Ausdruck fiir die
Beschleunigungen von allen Lagrange-Multiplikatoren ab.

Gl. 4.7 ~ X (X, Xi, A, £)

Nun setzt man die Beschleunigungen X;(X, X, {A\s)}.t) in Gl. 4.8 ein. Die Beschleunigun-
gen tauchen nun nicht mehr in Gl. 4.8 auf. Stattdessen gehen jedoch jetzt die Lagrange-
Multiplikatoren in die Gleichung ein. Man erhalt auf diese Weise ein Gleichungssystem fiir die
Lagrange-Multiplikatoren. Es gibt genau so viele Gleichungen wie Zwangsbedingungen. Deshalb
bestimmt dieses Gleichungssystem die Lagrange Multiplikatoren im Allgemeinen eindeutig®.

Durch Auflésen erhdlt man die Lagrange-Multiplikatoren als Funktion der Koordinaten und
Geschwindigkeiten, d.h. A, (x;, X, t)

Gl. 4.8 mit 3<-,'(X,',).(,',>\a,t)W)\a(X,‘,).(,‘,t)

4. Einsetzen der Lagrange-Multiplikatoren in die Euler-Lagrange-Gleichungen:
Als nichstes setzen wir die Lagrange-Multiplikatoren Ay (x;, X;, t) in die Euler-Lagrange-Gleichungen
Gl. 4.7 ein. Dies fliihrt auf Bewegungsgleichungen, die jetzt nicht mehr explizit von den
Lagrange-Multiplikatoren abhangen.

Lost man die Bewegungsgleichungen, wird die Zwangsbedingung jedoch noch nicht automatisch
erfiillt. Das liegt daran, dass wir mit Gl. 4.8 nur die Bedingung, dass die zweite Zeitableitung
der Zwangsbedingung verschwindet, also ‘Z,—th = 0, beriicksichtigt haben, aber nicht die Zwangs-
bedingung selbst. Deshalb kann der Wert der Zwangsbedingung immer noch linear von der Zeit
abhdngen. Es gilt also G4(t) = Go(X(t)) = Aa + Bqt, was direkt aus aus f’f—g = 0 folgt.
Damit die Zwangsbedingungen fiir einen Pfad erfiillt bleiben, missen die Anfangsbedingungen
so gewahlt werden, dass die Bedingungen

0= Ay = Go(X(to), to)

dGo| = 0Ga(x(to), to)
dt o Z Ox;

)+ G 0.0

0=B, =

to i

erfullt sind.

8Da das Gleichungssystem nichtlinear ist, kann es im Prinzip auch mehrere diskrete Lésungen fiir den Satz der
Lagrange-Parameter geben. Wenn einige dieser Gleichungen linear abhdngig sind, ist das System unterbestimmt. In
diesem Fall ist auch eine kontinuierliche Schar von Lésungen maoglich.
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Beispiel: Fadenpendel

Wir werden diese Methode, die Zwangsbedingungen zu erfiillen, anhand eines einfachen Beispiels, des
Fadenpendels, darstellen:

Abb. 4.6: Pendel

Die Lagrangefunktion ohne Zwangsbedingung lautet

1 1
—mvZ+ =mvZ — mgz (4.9)

L(x, 2z, vy, V) = 5 5

Sie beschreibt die Bewegung eines Teilchens der Masse m im Schwerefeld der Erde. Die Bewegung
ist bereits auf die xz-Ebene eingeschrankt. Die potentielle Energie im Schwerefeld der Erde ist

V(x,z) = mgz

wobei g die Fallbeschleumgung ist. Die Kraft ergibt sich als Gradient des Potentials, der potentiellen
Energie, also F=-VV= —mgé,, wobei €, der Einheitsvektor ist der vertikal nach oben, also in
z-Richtung zeigt. °

Die Zwangsbedingung wird durch den Faden ausgeiibt, der sicherstellt dass der Abstand des
Gewichts vom Aufhdangepunkt konstant gleich / bleibt. Die Zwangsbedingung ist also

G(x,2)=x>+2> - I? (4.10)
Die Lagrangefunktion mit Zwangsbedingung ist dann £ = £ + \G.

L(X, 7,V V2, A) = fmv + ;mv —mgz4+X (x> 4+ 2% — ) (4.11)
—_——

L(x,z,vx,Vz)

G(x,2)

gegeben. Sie beschreibt die Bewegung eines Pendels. Siehe Abb. 4.7.

9Um das Auftauchen des Einheitsvektors zu begriinnden, betrachtet man die Gleichung am Besten Komponenten-
weise.

Fx=—0xV(x,y,z) =0 F,=-8,V(x,y,z) =0 Fr=—-0,V(x,y,z) = —mg
Es gilt also F= —mg(0,0,1) = —mgé;
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1. Aufstellen der Euler-Lagrange-Gleichung:

0= ( d ac) OL Gran oo oy

dtdv, ) ox
w2
= X =—X (4.12)
m
d oL OL GI. 411
0= (dt@vz> “ % - mz + mg — 2z
- 2\
= zZ=—9g+ —z (4—13)
m
2. Zweite Ableitung der Zwangsbedingungen nach der Zeit
d2G Gl. 4.10 d2 2 2 2 d - .
—W = E(X(t) +Z(t) —/> —a<2XX+2ZZ)
=05 425"+ ox¥ + 227 :2(>'<2+22+x3<'+z'z') (4.14)

3. Einsetzen der Beschleunigungen in die Zwangsbedingung und Auflésen nach den Lagrange-
Multiplikatoren:

Wir setzen Gl. 4.12 und Gl. 4.13 in obige Gl. 4.14 ein und erhalten dadurch einen Ausdruck fiir
den Lagrange-Multiplikator A

. . A A
O:x2+z2+2—x2+2—22792
m m
1

2017 (4.15)

= Ax,2,%x,2) = —(5(2 43 —9z)-

4. Einsetzen des Lagrange-Multiplikators in die Euler-Lagrange-Gleichungen:

20 .2
w Gl 412 Gl. 4.15 X +z —gz
mx =T7"2xx =T -—-m| —— | x

x2 4 z2
2 .2
X +z —gz
AL
X2 + 72 )

4

. Gl.:4.13 —mg + oAz Gl.:.15 —mg—m (

mz

Man erkennt bereits, dass die Bewegung in diesem Beispiel unabhangig von der Masse ist.
5. Losen der Differentialgleichung
Wir erhalten ein nichtlineares Gleichungssystem 1°

- (72 - gFr

F=—g-7sg (4.16)

10Wir kénnen iiberpriifen, ob die Zwangsbedingung erhalten bleibt, wenn die Anfangsbedingungen, Ort und
Geschwindigkeit, mit der Zwangsbedingung kompatibel sind. Dies bedeutet, dass d?G/dt? = 0.

d*G d? .2 .
g = ge o) =or +orr
.2 M2 _ &7
Gl 416 55 +2F{—§— 7 () _ gr}
r

2 .
= 2F —2Fg—2(F)?+25F=0
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mit

() ()

dessen Losung im Allgemeinen numerische Methoden erfordert. Zum Beispiel kdnnte man
das Gleichungssystem mit Hilfe des Verlet-Algorithmus I6sen, oder man konnte die Gleichung
Fourier-transformieren und das resultierende algebraische Gleichungssystem fiir die Fourierko-
effizienten l6sen.

Um das Gleichungssystem Gl. 4.16 qualitativ zu verstehen, betrachten wir kleine Auslenkungen
um einen stationaren Punkt. Dies bedeutet, dass 7(t) = iy 4+ 67(t). Wenn man sich auf hin-
reichend kleine Auslenkungen beschrankt, kann man nichtlineare Beitrage in §r vernahldssigen.
Diese linearisierte Differentialgleichung ist eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizien-
ten, die sich mit Standardverfahren I6sen ldsst. Dieses Verfahren entspricht dem der lokalen
Stabilitdtsanalyse und ist eine weitverbreitete Methode, die man haufig anwendet bevor man
sich komplizierteren Methoden zuwendet. Wir werden diese Methode Kapitel 7.4.2, im Zusam-
menhang mit der Bewegung eines Kreisels, nochmals verwenden.

Um das Problem Gl. 4.16 zu vereinfachen, multiplizieren wir die Bewegungsgleichung mit 72
und erhalten

(P)F = —G(7) — 77 ) + 7(g7) (4.17)

Nun bestimmen wir die Bedingungen stationdren Punkte 73, indem wir Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen gleich Null setzen, also r = ¥ = 0.

0= —g(75) + Ro(dr)

Wir erkennen, dass i parallel zu g ist. Also gilt i = (0, 2). Da nun 7 und g parallel sind,
wird aus der Vektorgleichung eine skalare Gleichung fiir die z-Komponenten, die dann trivial
erfiillt ist. AuBer der Parallelitat 75 || g erhalt man also keine weitere Bedingung. Als stationare
Punkte kommen also alle Punkte mit x = 0 in Frage. Dies erscheint zunachst unsinnig, weil
viele dieser stationdren Punkte die Zwangsbedingung verletzen. Letztere muss aber erst durch
die Anfangsbedingungen endgiiltig festgelegt.

Als nachstes wollen wir die Dynamik in unmittelbarer Nahe der stationaren Punkte untersuchen.
Dazu ersetzen wir F(t) durch i + §7 und vernachlassigen alle nichtlinearen Terme ind 6r. Wir
nutzen dabei

F=6r

F=0r

7? =5 + 207 + O(67%)
-2

7 =0(67)

und erhalten aus Gl. 4.17
()87 = =g (78 + 2707 + O(67%)) — F(O(7) ) + (7 + 67)(d(7 + 67)

= —3rg — 24(R07) + 7o(dro) + 76(g8F) + 67(go) + O(67)
—2g(R6F) + Fo(§oF) + 87(gro) + O(67°)

0 0 0 =
= —2¢zy0z <1> + 2096z <1> + 920 (6;() +O(67)

g4<?>+0®ﬁ)

S
 ~
SO
INHEH
~_—
|
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Wir erhalten also in erster Ordnung

sx=95x  und 62 =0
20

Nun miissen die Anfangsbedingungen in Ubereinstimmung mit den Zwangsbedingungen fest-
gelegt werden. Dies erreicht man durch

7o = —I , 0z(t=0) und 6z(t =0)

Wir erhalten also den bekannten harmonischen Oszillator

.- g
X =—=X

/

der mit Frequenz wo = 1/g/! schwingt. Es gilt also

x(t) =~ A sin(ﬂ t—¢o)
z(t) ~ —I

Dabei ist A die Amplitude der Schwingung und ¢ beschreibt die anfangliche Auslenkung.

4.4.3 Losung durch Variablentransformation

Hier wird ein alternativer Zugang zu Zwangsbedingungen beschrieben. Wenn man eine geeignete
Variablentransformation finden kann, ist dieser Zugang im Allgemeinen einfacher. Fiir komplexere
Probleme und fiir Computersimulationen ist der oben beschriebene Zugang jedoch erfolgversprechen-
der.

Hier wird ein zweiter Vorteil des Wirkungsprinzips gezeigt. Eine Variablentransformation ist deut-
lich einfacher in der Wirkung durchzufiihren als in den Bewegungsgleichungen.

Bei der hier beschriebenen Methode wahlt man sich einen Satz neuer Koordinaten derart, dass
eine Zwangsbedingung durch Festhalten einer der neuen Koordinaten erfiillt ist. Durch Einsetzen der
Zwangsbedingung kann man diese neuen Koordinaten aus der Lagrangefunktion eliminieren. Man
erhalt damit eine neue Lagrangefunktion in einem niederdimensionalen Raum.

Betrachten wir zunachst den allgemeinen Fall:

Sei ein physikalisches Problem durch eine Lagrangefunktion £(X, V, t), und eine Zwangsbedingung
gegeben, die durch G(X(t)) = 0 darstellbar ist. G(X) sein eine entsprechende Funktion.

AuBerdem bendtigen wir eine Koordinatentransformation X — X’'(X) auf neue Koordinaten X’ so
dass eine dieser Variablen gerade durch die Zwangsbedingung gegeben ist. Es gelte also

x; = G(X) und x| = x/(X) furi>1 (4.18)

Nun bestimmen wir ein neues Wirkungsfunktional S’[x'(t)] fir die neuen Koordinaten X' derart,
dass die Wirkung fiir denselben Pfad unverdndert bleibt, egal ob er in alten oder neuen Variablen
ausgedriickt wird. Wir bestimmen S’ also so, dass

S'IX'(1)] = S[x(1)] (4.19)

gilt. Dafiir reicht es aus, die Lagrangefunktion entsprechend zu transformieren. Die neue Lagrange-
funktion £’ erfiillt also

LRV, t) = L(R, 7, 1) (4.20)
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wobei

) = g [Fen] = S - ZJ

dx!
- i
J

Der Clou bei der Sache ist, dass der physikalische Pfad als Extremum der Wirkung gegeben
ist. In den neuen Koordinaten erhalten wir die Euler-Lagrange Gleichungen einfach durch das
Wirkungsprinzip mit der neuen Wirkung.

8S'[X' ()] =0, (4.22)
was uns die Euler-Lagrange Gleichungen liefert.

oc'  dor
ox; dtov.

(4.23)

Die Zwangsbedingung wird nun einfach erfiillt, indem man die entsprechende Koordinate x(t)
festhalt, und dessen Geschwindigkeit vy, (t) auf Null setzt. Die Pfade im Wirkungsintegral werden
also nur noch so variiert, dass die Zwangsbedingung erfiillt bleibt.

Ein Wort zur Notation: Ublicherweise wiirde man fiir die neue Lagrangefunktion kein neues
Symbol einfiihren, wie ich das hier getan habe. Stattdessen wiirde man die Wirkung und die La-
grangefunktion durch die Symbole der Argumente unterscheiden. Schreibt man also L(x’, V', t), ist
damit eigentlich £'(x’, v/, t) gemeint. Diese Denkweise riihrt daher, dass beide dieselbe physikalis-
che GroBe beschreiben, auch wenn sich die funktionale Abhangigkeit von den jeweiligen Koordinaten
unterscheidet. Diese Notation ist unter Physikern weit verbreitet und wird in der Darstellungstheorie
der Quantenmechanik verfestigt. Auch ich werde zunehmend zu dieser Schreibweise wechseln.

Beispiel: Fadenpendel

Wir wollen die Methode, Zwangsbedingungen mit Hilfe von Variablentransformationen zu erfiillen,
wieder am Beispiel des Fadenpendels demonstrieren.

Abb. 4.7: Pendel
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Die Position des Gewichts relativ zur Position der Aufhangung sei wiederum 7 = (x, z). Der
Faden habe wieder die Lange /.

-2 =0

Nun fiihren wir Polarkoordinaten r, ¢ fiir die Position des Pendels ein

r=+vx2+2z2 X =rsing X =rsing+ rgcosp
(p:arcsin\/xjv Z=1rcosy Z=1rcos@ — rpsing

Die Zwangsbedingung kann spater erfiillt werden, indem wir die Koordinate r gleich / setzen.
Nun transformieren wir die Koordinaten in der Lagrangefunktion Gl. 4.9.

. . 1 . .
L(x,x,2,2) = me2 + Emz2 — mgz

m/. . . 2 . . 2
5 {(rsm(p-i—r(pcostp) + (rcoscp—mpsmw) } — mgr cos @

=1 =0

mip.2~ 5 > . e
E{r (sin“ @ 4+ cos” @) 4+ 2rrysin @ cosp — 2rry sin @ cos @

+ r2<,b2(c032 © + sin? w)} — mgr cos @
_:,1_/

mr? .2

2

m. ..
m;2 @ —mgrcos(p) =L'(r,r, 0, )

:2r+

In der neuen Lagrangefunktion

2

. . m.2 mr< .2
L(r.r o @)= 57 + - - mgr cos(¢p)

setzen wir jetzt die Zwangsbedingung ein, d.h. r =/ und 7 = 0. Damit erhalten wir

. ml? .2
El(/, 0,0,0) = T(P — mgl cos(yp)

Die Bewegungsgleichung fiir ¢ erhalt man als Euler-Lagrange-Gleichung.

0= a0 —ay—w%"+m/m
=\dt oo 20 7 glsine

Es gilt also:

. g .
b =~ sin(y)

Diese Gleichung ist wieder nichtlinear und nicht ohne weiteres!! analytisch zu [6sen. Niherungsweise
konnen wir die Gleichung jedoch um ¢ = 0O linearisieren.

a:f%w+ow%

was uns auf die selbe Naherungslosung fiihrt, die wie bereits mit der Methode der Lagrange Multip-

likatoren erhalten haben, namlich
1 . g
o()= JAsn(y/% £~ )

11Ein Verfahren hierfiir wird in Kapitel 6.5 vorgestellt.
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4.5 Bedeutung der Wirkung als Phasendrehung

Bisher war das Wirkungsprinzip nur ein mathematisches Werkzeug, mit dem man einige Probleme
in der Mechanik vereinfachen kann. Die Wirkung hat jedoch eine tiefergehende Bedeutung, die sich
erst aus der Quantenmechanik ergibt. Den Zusammenhang macht insbesondere die Feynmannsche
Pfadintegralformulierung deutlich®?

Abb. 4.8: Richard Feyn-
man

Man stellt sich vor, dass ein Teilchen alle moglichen Pfade zwischen
zwei Punkten durchlauft. Entlang seinem Pfad tragt es allerdings eine
Phase e#°l"(0)] Die Intensitdt am Endpunkt ergibt sich aus der Uber-
lagerung der Amplituden aller moglichen Pfade. Dort wo die Intensitat
am hochsten ist, finde ich das Teilchen mit groter Wahrscheinlichkeit.

Nur dort wo viele der moglichen Pfade des Teilchens dieselbe Phase
beitragen, wird die Intensitat nennenswert sein. Das trifft also genau
dort zu wo die Phase, also die Wirkung, beziiglich einer Variation des
Pfades stationar ist. Dieses Argument liefert ganz natiirlich das Ex-
tremalprinzip fir die Wirkung in der klassischen Physik.

Ist das Plancksche Wirkungsquantum A, der Parameter, welcher im
obigen Ausdruck fiir die Phase auftritt, klein, erhalten wir den klassis-
chen Grenzfall: Eine kleine Variation der Wirkung fiihrt zu einer drama-
tischen Anderung der Phase. Deshalb findet man im klassischen Gren-
zfall die Teilchen nur dort, wo das Wirkungsprinzip exakt erfiillt ist.

Das Prinzip der Feynmannschen Pfadintegrale stammt aus der Op-
tik und geht zuriick auf das Huygenssche Prinzip'®: Huygens Prinzip
stellte den Ubergang von der Strahloptik zur Wellenoptik dar. Er argu-
mentierte, dass jeder Punkt auf einer Wellenfront, wiederum als Quelle

von Sekundarwellen betrachtet werden kann und dass die Tangente der Sekundarwellen wiederum die
zukiinftige Position der Wellenfront definieren.

Man kann sich nun auch vorstellen, dass von einer Quelle Licht-

strahlen in alle Richtungen ausgehen, und kurz darauf an einem beliebi-
gen Punkt absorbiert werden. Von dort werden sie wieder ausgesendet,
um anschlieBend wieder an einem anderen Ort absorbiert zu werden. Ad-
diert man die Beitrage fiir einen gegebenen Endpunkt auf, erhdlt man
eine Summe aller mdglichen Pfade, also ein Pfadintegral. Bei jeder
Absorption und Emission, die als virtuelle Ereignisse gedacht werden
sollten, bleibt nicht nur die Amplitude sondern auch die Phase erhalten.
Um die gesamte Phasenverschiebung eines Pfades zu erhalten, benotigt
man also die Wirkung zwischen den Endpunkten.

Abb. 4.9: Christiaan Huy-
gens, 1629-1695

12Richard Feynman, 1918-1988, US Amerikanischer Physiker, Nobelpreis in Physik 1965 fiir seine Beitrige zur

Quantenelektrodynamik.

I3Christiaan Huygens, 1629-1695, Hollandischer Astronom, Mathematiker und Physiker. Begriindete die Wellenop-
tik, und war damit in der Lage die Genaugikeit von optischen Linsen deutlich zu verbessern. Wesentliche Beitrage zur

Uhrenkonstruktion.



Chapter 5

Symmetrien des
Raum-Zeit-Kontinuums (3h)

5.1 Einleitung

e Symmetrien sind leicht beobachtbar: Unsere Sinne nehmen vor allem Symmetrien war.
e Symmetrien sind globale Eigenschaften eines Systems.
e Symmetrien vereinfachen die Losung von Problemen: Aus ihnen lassen sich Erhaltungsgroen
ableiten.
e Symmetrien sind mit Phaseniibergangen verkniipft (Statistische Mechanik):
— Schmelzen
— Verdampfen

— Ferromagnetismus

— Supraleitung

Vorweg eine philosophische Bemerkung:

1. Man kann die Bewegungssgleichungen empirisch (durch Vergleich
mit dem Experiment) aufstellen und anschlieBend die Symmetrien
ableiten (Newtonsche Axiome).

2. Man kann die Symmetrien postulieren und davon mogliche Bewe-
gungsgleichung ableiten. (In der Elementarteilchenphysik tiblich.)

Beide Vorgehensweisen sind dquivalent, weil Bewegungen ohne Raum-
Zeit sowie Raum-Zeit ohne Gegenstande nicht denkbar sind. Beide
Hergange basieren letztendlich auf Beobachtung.

5.2 Vektoren Abb. 5.1

Galileo Galilet,

o . ) ) ) o 1564-1642.  (von Justus
Wir sind es gewohnt, einen Vektor im 3-dimensionalen Raum mit einem Sustermans, 1636)

Zahlentripel zu identifizieren. Der Zusammenhang ist aber kein direk-
ter. Dies wird deutlich, sobald wir das Koordinatensystem wechseln. Ein
und derselbe Vektor wird dann, je nach Koordinatensystem, durch zwei

89
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unterschiedliche Zahlentripel dargestellt. Es ist deshalb wichtig, zwis-

chen dem Vektor und seinen Koordinaten, namlich dem Zahlentripel, zu

unterscheiden. Um im folgenden Kapitel Doppeldeutigkeiten zu vermei-

den, will ich hier auf Vektoren im Detail eingehen. Transformationen

zwischen unterschiedlichen Bezugssystemen sind ein weiteres wichtiges Thema dieses Kapitels. Genau
wie Funktionen Abbildungen von Zahlen auf einander darstellen, sind Transformationen Abbildungen
von Vektoren aufeinander. Hauptsachlich beschaftigen wir uns hier mit linearen Transformationen,
welche eine besonders einfache Unterklasse von Transformationen bilden, die eng mit dem Begriffen
Matrix oder Tensor verkniipft ist.

Transformationen spielen nicht nur in der klassischen Mechanik, sondern auch in der Quanten-
mechanik eine bedeutende Rolle, auch wenn es sich dann nicht um raumliche Koordinatentransforma-
tionen handelt. In der Quantenmechanik eine eigende Schreibweise entwickelt, die Bracketschreib-
weise von Dirac. Die Sichtweise von Vektoren, die wir hier entwickeln ist analog zur Bracketschreib-
weise und soll auf letzere vorbereiten.

Es soll hier nicht unser Ziel sein, einen axiomatischen Aufbau der Vektorrechnung zu erhalten.
Stattdessen wollen wir auf das “Wesen" von Vektoren eingehen. Dies entspricht der Vorstellung von
Vektoren, wie ich sie in der Praxis verwende. Da wir hier keinen Wert auf die allgemeinste Darstel-
lung legen, beschranke ich mich hier auf den dreidimensionalen Raum und, zumeist, auf kartesische
Koordinatensysteme, die man sich am ehesten vorstellen kann.

Wir betrachten einen Vektor & als einen Pfeil mit zwei Eigenschaften, einer Lange und einer
Richtung. Ganz bewusst verzichten wir dabei zunachst auf eine Darstellung durch Zahlentripel. Der
Einfachheit halber stellen wir uns den Pfeil als konkretes raumliches Objekt, wie einen Holzstab mit
einer Spitze, vor.

Definition 5.1 VEKTOR
Ein Vektor ist ein Objekt mit genau zwei Eigenschaften: Liange und Richtung

Die Lange eines Vektors ist nicht notwendigerweise eine raumliche Distanz. Zum Beispiel ist eine
Kraft auch ein Vektor mit Lange und Richtung. Die Lange wird aber in einer Krafteinheit gemessen.

Aulerdem hat ein Vektor keine definierte Position im Raum. Man kann den Vektor im Raum par-
allel verschieben, ohne seine Identitdt zu verdndern. Betrachten wir zum Beispiel die Geschwindigkeit,
so denken wir uns diese als einem Objekt zugeordnet, das sich an einem bestimmten Ort befindet.
Allerdings sind Ort und Geschwindigkeit unabhangige GroBen. Wenn ich zum Beispiel sage, dass
Kevin mit hundert Sachen nach Siiden fahrt, kennt Ihr seine Geschwindigkeit, aber nicht ob er gerade
losgefahren ist oder bald an der Cote d'Azur ankommt.

Die Lange des Vektors i erhalten wir aus einer Operation, die wir den Betrag des Vektors nennen.
Linge = |

Die Richtung eines Vektors hat nur eine Bedeutung, wenn wir sie mit der eines anderen Vektors
vergleichen. Deshalb gibt es eine weitere, bindre, Operation, £ die uns den Winkel liefert, der von
zwei Vektoren eingeschlossenen wird.

Winkel = Z(i, V)

Der Leser mag einwenden, dass die Richtung mehr ist, als nur die Winkel zu anderen Vektoren. Ohne
andere Vektoren zu Hilfe zu nehmen, mag er in eine Richtung deuten und behaupten, dass besagter
Vektor in diese Richtung zeigt. Implizit hat er allerdings einen Vektor ins Spiel gebracht, namlich den
zeigenden Arm, was das Argument entkraftet.

Nun fiihren wir die Addition ein. Die Addition von zwei Vektoren 7 und v entspricht
dem Aneinandersetzen von Pfeilen. Dabei wird der Anfang des zweiten Pfeils an die
Spitze des Ersten gesetzt. Das Resultat wird einem neuen Pfeil w gleichgesetzt, der
vom Anfangspunkt des ersten Pfeils bis zur Spitze des letzen Pfeils zeigt.

=4
<i

Addition: W=0+V

<y
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Aus der Addition leiten wir die Multiplikation mit einem Skalar ab, quasi als
Kurzschreibweise analog zu

Multiplikation mit einem Skalar: W=0o+ 0 =w =20

Die Multiplikation mit einem Skalar kann entsprechend auf nicht-ganze Zahlen verallgemeinert werden.
Die Multiplikation mit einer positiven Zahl skaliert die Lange des Vektors, behalt aber seine Richtung
bei. Ist die Zahl negativ, dann bewirkt der Faktor —1 eine zusatzliche Umkehrung der Richtung.

Aus Abstand und Winkel bilden wir das Skalarprodukt. Dazu
benotigen wir den Winkel zwischen den Vektoren, der durch die Rich-
tungen gegeben ist, und die Langen der Vektoren.

SKALARPRODUKT

7 - V1| 7| cos(£ (@, 7))

Das Skalarprodukt eines Vektors i mit einem Einheitsvektor €,
d.h. |&] = 1, ist die Projektion von & auf die Richtung des Ein-
heitsvektors. Das Skalarprodukt wird auch Punktprodukt genannt.
Der Punkt wird allerdings im Allgemeinen nicht geschrieben.

Das Skalarprodukt wurde so definiert, dass die iiblichen Eigenschaften eines Produkts gelten.

(T4 V)W = 0w + Vvw Distributivgesetz
(ct) V= c (V) Assoziativgesetz bzgl. Multiplikation mit einem Skalar
iV = Vi Kommutativitét

Allerdings gilt kein Assoziativgesetz beziiglich des Produkts

a(vw) # (av)w

SKALARPRODUKT UND EIGENSCHAFTEN VON VEKTOREN

Das Skalarprodukt erlaubt es, sowohl Lange als auch den Winkel darzustellen.

av
/(d, V) = arccos ( )

|| v]

Das Skalarprodukt wird daher als die fundamentale GroRe einer mathematischen Beschreibung
von Vektoren betrachtet. Lange und Winkel werden nun als abgeleitete Groken betrachtet.

5.3 Koordinatensysteme

Bisher sind wir ohne Koordinaten ausgekommen. Wo aber sind die Zahlentripel geblieben? Um zu
den Koordinaten zu gelangen, miissen wir ein Koordinatensystem einfiihren.

Wir wahlen drei beliebige Vektoren, die senkrecht aufeinander stehen, und die Lange eins haben.
Ich bezeichne sie als €7, & und & und nenne sie Basisvektoren. Da sie senkrecht aufeinander stehen,
verschwindet ihr Skalarprodukt.

&8 =6 (5.1)
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Die Matrix mit den Elementen gf,jdzeféej, die aus den Skalarprodukten der Basisvektoren gebildet
wird, nennt man den metrischen Tensor. Wir werden spater sehen, dass er nicht immer die einfache
Form g;; = 4, ; haben muss.

Jeder Vektor 7 kann mit Hilfe der Basisvektoren als

0= U161 + & + U363 = E é}‘LIJ (52)
J

dargestellt werden. Wir nennen die drei Zahlen uy, t» und us die Komponenten des Vektors, bzw. seine
Koordinaten . Man kann die Komponenten des Vektors durch geeignete Skalarprodukte ermitteln.

é’,-LTzé,E Ujgj:E uj
J J

i

g& = uj (5.3)
~—
i

Die Komponenten des Vektors werden haufig mit dem Vektor gleichgesetzt. Sie beschreiben den
Vektor jedoch nur dann eindeutig, wenn wir auch die Basis festgelegt haben.

KOORDINATEN EINES VEKTORS

In einem orthonormalen Basissystem, d.h. mit €& = ¢;;, gelten die folgenden Beziehnungen zwischen
Vektor und seinen Komponenten.

23 e (5.4)

S N-T (5.5)
J

Beim Koordinatensystem spielt die Reihenfolge der drei Basisvektoren eine Rolle. Wir verwenden
im Allgemeinen ein rechtshindiges Koordinatensystem. Um zu iiberpriifen, ob ein rechtshandiges
Koordinatensystem vorliegt!, richten wir den Daumen der rechten Hand entlang dem ersten Ba-
sisvektor aus, und den Zeigefinger entlang dem Zweiten. Zeigt der dritte Basisvektor in Richtung des
abgestreckten Mittelfingers, ist das Koordinatensystem rechtshandig. Zeigt er in die entgegengeset-
zte Richtung, ist es linkshandig. Bei einem linkshandigen Koordinatensystem zeigt der Mittelfinger in
Richtung des dritten Basisvektors, wenn wir die selbe Konstruktion mit der linken Hand durchfiihren.
Rechts- und linkshandige Koordinatensysteme verhalten sich wie Spiegelbilder zueinander.

Die Position eines Objekts lasst sich nicht direkt durch einen Vektor beschreiben, sondern nur die
relative Position von zwei Raumpunkten. Deshalb filhren wir zusatzlich zu den Basisvektoren einen
Ursprung ein, also einen beliebig gewahlten Punkt im Raum. Alle anderen Punkte im Raum konnen
nun relativ zu diesem Ursprung mit Hilfe von Vektoren ausgedriickt werden. Den Ursprung bezeichen
wir mit O. Wir geben Raumpunkten P das Vektorsymbol, obwohl sie genau genommen keine sind,
da sie ja bel einer Verschiebung ihre Identitat andern. Wir konnen sie aber immer mit einem Vektor
7= P — O identifizieren.

Ein Punkt P im Raum ist mit Hilfe des Ursprungs durch

—

P=0+F

dargestellt. Damit lasst sich ein Punkt im Raum durch die drei Komponenten des Vektors 7 beschreiben.

IMathematisch iiberpriifen wir ob & (& x &) gréRer oder kleine als Null ist. Ist es positiv ist das Koordinatensystem
rechtshandig.
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@y

Dy

Abb. 5.2: Rechte-Hand Regel fiir rechtshandige Koordinatensysteme

KOORDINATENSYSTEM

Die Basis, auch Koordinatensystem genannt, ist durch einen Ursprung O und die drei Basisvektoren
€1, &, &5 definiert. Die Basisvektoren seien orthonormal, das heift, sowohl orthogonal, als auch auf
die Lange eins normiert.

Diese Definition kann erweitert werden: Es gibt auch schiefwinklige Koordinatensysteme, bei denen
die Basisvektoren nicht orthogonal sind, und es gibt sogar krummlinige Koordinatensysteme, bei
denen die Basisvektoren selber von der Position im Raum abhangen. Diese spielen zum Beispiel in
der Allgemeinen Relativitatstheorie eine wichtige Rolle.

Ein Vektor ist nur dann eindeutig durch ein n-Tupel von Zahlen definiert, wenn auch die Basis,
das Koordinatensystem, angegeben ist.

5.4 Schiefwinklige Koordinatensysteme, Ko- und Kontravariante
Schreibweise

Bisher haben wir bei der Wahl der Koordinatenachsen darauf geachtet, dass die Vektoren & senkrecht
aufeinander stehen, was durch Gl. 5.1 dargestellt ist.

Manchmal ist es notwendig, mit schiefwinkligen Koordinatensystemen zu arbeiten, und dies ist
durchaus moglich. Hierfiir eignet sich die ko- und kontravariante Schreibweise. Die ko- und kon-
travariante Schreibweise wird fiir uns eine besondere Bedeutung in der Relatitivitatstheorie erhalten.
Eine wichtige Rolle spielt die Schreibweise auch in der Elastizitatstheorie, weshalb sie haufig in den
Ingenieurwissenschaften Anwendung findet.

Bei schiefwinkligen Koordinatensystemen muss man zwei Arten der Koordinaten unterschei-
den. Die Koordinaten kamen durch zwei Gleichungen ins Spiel, namlich Gl. 5.5 und GI. 5.4. In einem
schiefwinkligen Koordinatensystem muss man die Koordinaten in den beiden Gleichungen unterschei-
den. In der ko- und kontravarianten Schreibweise unterscheidet man diese Koordinaten, indem man
die einen, kovarianten Koordinaten mit dem Index unten bezeichnet. Die anderen, kontravariaten
Koordinaten tragen im Gegensatz dazu ihren Index oben.
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KO- UND KONTRAVARIANTE KOORDINATEN

Damit erhalten wir zwei Gleichungen, namlich die Gleichung fiir die kontravarianten Koordinaten
ul

=Y &u (5.6)

&7 = uj (5.7)

Abb. 5.3: Demonstration der ko- und kontravarianten Koordinaten in einem schiefwinkligen Koordi-
natensystem. Der Vektor 7 ist als 7 = & u* + &u? durch seine Komponenten (u!, u?) bestimmt.

Im Allgemeinen sind die Zahlenwerte der Koordinaten unterschiedlich, also u; # u’. Man kann
aber die ko- und kontravarianten Koordinaten ineinander umformen. Um die entsprechende Regel zu
erhalten betrachten wir die folgende Herleitung:

GIl. 5.7 . _,GI. 56 — 1 j
u = €r = € E eju’ = E €€ u = E g,-,ju’ (5.8)
j et j

=4,

Dies fiihrt uns in natiirlicher Weise auf die Definition des kovarianten metrischen Tensors

def,
g/lj:ee/ej (59)
Der metrische Tensor sagt uns einerseits, ob das Koordinatensystem schiefwinklig ist. Aus ,/g;;
erhalten wir die Langen der Basisvektoren und durch arccos(\/;%igﬂ erhalten wir die Winkel zwischen
zwei Koordinatenachsen.

Die zweite Funktion des metrischen Tensors ist, dass er uns erlaubt, einen obenstehenden, kon-
travarianten, Index “herunterzuziehen” und zu einem kovarianten zu machen.
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Gerne hatten wir auch ein Werkzeug, um einen Index von unten nach oben ziehen zu konnen.
Dazu wiirden wir einen rein kontravarianten metrischen Tensor bendtigen, der beide Indizes oben hat,
also g'7, mit der Eigenschaft.

U= Zg"fu, (5.10)
J

Um einen Ausdruck fiir den rein kontravarianten metrischen Tensor zu erhalten setzen wir Gl. 5.8 in
die Definitionsgleichung Gl. 5.10 ein.

y Gl.5.10 Zgi'juj Gl.538 Zg;‘,jgjvkuk (5.11)

J J.k

Diese Gleichung muss fiir jedes Zahlentripel ¢’ erfiillt sein, woraus folgt, dass der kontravariante
metrische Tensor zum kovarianten invers ist

Z gi'kgk,j = 5,'J' (5.12)
k

Leider durchbricht diese Gleichung eine schone Regel, die sich inzwischen herauskristallisiert hat,
namlich, dass ein kovarianter Index links vom Gleichheitszeichen einen ebensolchen kontravarianten
Index rechts davon erzwingt. Wir konnen das wie folgt korrigieren: Dazu betrachten wir die linke
Seite von Gl. 5.12 einmal anders. Hier wird doch der rechte Index von g/ heruntergezogen, was die
Definition eines gemischt ko- und kontravarianten metrischen Tensors nahelegt. Es gilt also

e .
q;= Zg/'kgk,j =0i; (5.13)
k

Das Kronecker Deltasymbol wird also durch den gemischt ko-und kontravarianten metrischen Tensor
abgelost. Der gemischt ko-und kontravarianten metrischen Tensor ist also generell eine Einheitsma-
trix.

Definition 5.2 METRISCHER TENSOR
Um alle Formen des metrischen Tensors zu erhalten, bendtigen wir die Definition der kovarianten

Form des metrischen Tensors

und die Eigenschaft dass der gemischt ko- und konravariante metrische Tensor eine Einheitrsmatrix
ist.

. Gl s
— Al =
g’ =49 =46,
Die metrischen Tensoren erlauben es, ko- und kontravariante Koordinaten ineinander umzuwandeln

u = ZQ,JUJ und Ui = Z gi’juj'
J J

Der metrische Tensor definiert das Skalarprodukt in der Komponentenschreibweise, was wie folgt
gezeigt werden kann.

av = (E é,u’) E gv | = E u' E& v = E u' E gijv = E u'v;
i J Tl i K i
i
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5.5 Aktive Transformationen

Wir konnen nun Vektoren aufeinander abbilden. Zum Beispiel entsteht durch eine Drehung eines
Vektors & um eine Achse ein neuer Vektor «/ = T@&. Wir nennen eine solche Abbildungsvorschrift
T Transformation und kennzeichnen sie durch ein fettes Symbol, dhnlich wie wir einen Vektor duch
einen Pfeil kennzeichnen. Eine Transformation ist im Grunde genommen eine Funktion eines Vektors
u = f(i).

Insbesondere betrachten wir hier lineare Abbildungen . Die Begriffe Transformation und Abbil-
dung sind gleichbedeutend. Fiir eine lineare Transformation gilt

T (aif + b¥) = a(Ti) + b(TV)

Dabei bezeichnet Ti7 den Vektor, der entsteht, wenn der Vektor & mit der Transformation T abge-
bildet wird.

Betrachten wir nun die Wirkung der Transformation auf die Koordinaten eines Vektors. Ist ein
Vektor I durch die Koordinaten (uy, to, U3) gegeben, d.h. &= 3", &u;, dann erhdlt man die Koordi-

: —defr .
naten des transformierten Vektors /< T & wie folgt

3 3

) G54 = .o .GIl.55 " _ R

up =" gu=Td =" T g gu | = E (6TéE)u;

Jj=1 Jj=1
3
Gl. 5.15
SN, (5.14)

Jj=1

Wir nennen die Gleichung 5.14 die Komponentendarstellung der Gleichung & = T&. Wir haben dabei
die Matrixelemente der Transformation

T, 56Te, (5.15)
eingefiihrt. Genau wie ein Vektor in einem Koordinatensystem durch drei Koordinaten dargestellt
werden kann, so kann eine lineare Transformation durch seine Matrixelemente dargestellt werden.

Wenden wir eine Transformation auf ein Objekt an, dann transformieren sich alle seine vektoriellen
GroRen in gleicher Weise. Zu dieser Regel gibt es jedoch Ausnahmen:

e Bei Transformationen von Raumpunkten miissen wir zusatzlich beachten, dass wir ein Objekt
im Raum verschieben konnen. Eine reine Verschiebung wiirde jedoch andere vektorielle Eigen-
schaften wie zum Beispiel ein elektrostatisches Dipolmoment unverandert lassen. Eine Ver-
schiebung ist genau genommen keine lineare Operation[5]. Eine Verschiebung eines Raumpunk-
tes 1 stellt sich wie folgt dar:

—

rr=r+3a
Ergédnzt man die linearen Transformationen durch Verschiebungen, dann nennt man diese Klasse
von Transformationen
7=Ti+3a
die affinen Abbildungen.

e Bei Spiegelungen gibt es Vektoren, die ihr Vorzeichen im Vergleich zu anderen Vektoren
umkehren. Dazu gehort zum Beispiel der Drehimpuls. Vektoren, die sich bei Spiegelungen
wie eine Drehachse verhalten, nennt man Pseudovektoren

Wir konnen die affinen Transformationen wie folgt klassifizieren. Bis auf die Verschiebungen sind
alle diese Transformationen gleichzeitig linear. Die Operationen sind in Abb. 5.5 auf S. 98 graphisch
dargestellt.



5 SYMMETRIEN DES RAUM-ZEIT-KONTINUUMS (3H) 97

polarer Vektor

axialer Vektor
(Pseudovektor)

Abb. 5.4: Verhalten eines polaren Vektors (oben), der eine Richtung beschreibt, und eines axialen
oder Pseudovektors (unten), der einen Drehsinn beschreibt bei einer Spiegelung. Da sich der Drehsinn
bei einer Spiegelung umkehrt, wechselt der Pseudovektor bei einer Spiegelung, zusatzlich zur Rich-

tungsspiegelung, sein Vorzeichen.

e Verschiebungen

e Dehnungen
ot
01
e Drehungen
— cos(¢) sin(¢)
~\ —sin(@) cos(¢)
e Scherungen

>

(£}

Spiegelungen

\'
>
VR

|
O =
= O
~_—

5.5.1 Transformation von Funktionen

Besondere Vorsicht ist bei der Transformation von Funktionen geboten.
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nen: Links oben:  Ausgangsobjekt;
Mitte oben: Scherung in der Horizon-

/\ /A\ talen; Rechts: Drehung; Mitte unten:
Skalierung in der Horizontalen; Links un-

CT—E Abb. 5.5: Lineare Transformatio-

L

\ / ten: Spiegelung um die Vertikale.

Als Beispiel betrachten wir die Verdnderung des elektrostatische Potentials ®(7), wenn die Posi-
tionen der Ladungen, welche das Potential erzeugen, transformiert werden.
Die Abbildung, welche wir betrachten, transformiert Raumpunkte R entsprechend

—

R=TR+3a
Das elektrische Potential ¢'(7), das durch Anwenden der Transformation hervorgeht, lautet
O'(F) = (T H(F-2)) (5.16)

und nicht ®'(r) = ®(TF7+ 3), was haufig angenommen wird. Wir miissen also die inverse Transfor-
mation auf das Argument der urspriinglichen Funktion anwenden.

Definition 5.3 INVERSE ABBILDUNG
Eine Abbildung T~! mit der Eigenschaft

T iT=7TT"1=1 (5.17)

heilt die Inverse @ zu T. Dabei ist 1 die ldentitdt, welche jeden Vektor auf sich selbst abbildet.
Beachte, dass T;; 1 als Matrixelement von T~ zu lesen ist und nicht als das Inverse 1/T;; des
Matrixelements.

?Mathematisch unterscheidet man die linkshandige und rechtshandige Inverse, bei denen nur jeweils eine der obigen
Gleichungen, Gl. 5.17, erfiillt ist. Fiir quadratische Matrizen ist die linksseitige Inverse immer identisch mit der rechts-
seitigen, weshalb der Unterschied im Allgemeinen nicht ausgesprochen wird. Den Unterschied erkennt man allerdings
sofort, wenn man nicht-quadratische Matrizen betrachtet.

Die Erklarung fiir die Transformationsvorschrift Gl. 5.16 ergibt sich aus der Bedingung
() = &(F)

die sagt, dass die transformierte Funktion am transformierten Ort mit der urspriinglichen Funktion
am urspriinglichen Ort ibereinstimmen soll.
Nun driicken wir 7 durch r aus

r=Tr+3d =  F=TY(7-3) (5.18)

und erhalten

(1) = (F) = > (TH(r - 3))
N———

’7’
SchlieBlich benennen wir das Argument r” in 7 um und erhalten das obige Resultat aus Gl. 5.16.

&'(F) = & (T7H(7 - &)
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5.5.2 Darstellung

Hier stellen wir noch eine niitzliche Rechentechnik vor, um die Koordinatendarstellung eines Vek-

torausdrucks zu erhalten. Dazu benotigen wir zunachst den Begriff des dyadischen Produkts &7 ® vV
von zwei Vektoren & und V.

Definition 5.4 DYADISCHES PRODUKT
Das dyadische Produkt i@V von zwei Vektoren ii und V ist eine lineare Transformation fiir VVektoren.

Q

(T v)FE b(

<!

7 (5.19)

Wenden wir ein dyadisches Produkt i ® V auf einen Vektor r an, dann erhalten wir einen Vektor,
der in Richtung des linken Vektors i zeigt, und dessen Lange sich aus der Projektion von i auf den

rechten Vektor v und der Langen der Vektoren ii und v ergibt. Die Matrixelemente des dyadischen
Produkts sind

(@& V),=8&[@eV)§= &1 (V§) = uy
N~ N~
uj vj
vy upvo Upvs
(TR V)= | V1 thVa Uavs
usVvy UsVvo UsVvs

Die Elemente des linken Vektors des dyadischen Produkts werden also in jede Spalte eingetragen und

die des rechten Vektors in jede Zeile. Anschliefend werden die Komponenten multipliziert.
Beachte, dass das dyadische Produkt nicht kommutativ ist. Im Allgemeinen gilt

TRVAVRUT

=

r=(teV)

Y
Il

il

Cy

—y

Abb. 5.6: Dyadisches Produkt als Vektorabbildung. %7 ist die Projektion des Vektors 7 auf die

V|

—

Richtung von V. Das Resultat ist parallel zur Richtung von i, also proportional zu % Das Resyltat
ist auch proportional zu den Langen von v und v.
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Definition 5.5 PROJEKTION
Das dyadische Produkt spielt eine wichtige Rolle im Projektionsoperator. Betrachte einen normierten

Vektor €, sodass |€| = 1. Der Projektionsoperator
ERE

liefert, angewandt auf einen beliebigen Vektor r, einen Vektor, der in Richtung von € zeigt, und
dessen Lange der Projektion von ¥ auf die Richtung von € entspricht. Die Operation

l-éexe

projeziert einen Vektor in eine Ebene, dessen Normalenvektor € ist. Der resultierende Vektor steht
senkrecht auf €.

Eine wichtige Eigenschaft einer orthonormalen Basis ist die Darstellung der Identitdt, der Oper-
ation, die nichts tut.

3
1= 0§ (5.20)
=1

Diese Gleichung lasst sich verifizieren, indem wir den Operator auf der rechten Seite auf einen be-
liebigen Vektor anwenden.

e
o
e}

N
oy
~
o
)

Il

o)

=
Il
|

3
~ IR RN
1r= <E e,v®e,'>r
i=1

Nun ist es ein Leichtes, einen Vektorausdruck in seinen Komponenten darzustellen:

KOMPONENTENZERLEGUNG EINES VEKTORAUSDRUCKS

Wir fiihren zwischen zwei abstrakten Symbolen, Vektoren oder Transformationen, eine ldentitat der
Form Gl. 5.20 ein und multiplizieren von links mit einem beliebigen Basisvektor &

Nehmen wir folgendes einfaches Beispiel:

Dies ist die gewiinschte Komponentendarstellung des obigen Ausdrucks in der Basis {&}. Dieses
einfache Kochrezept lasst sich auf beliebige Vektorausdriicke anwenden.
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H!

Lry

Abb. 5.7: Projektion auf eine Ebene mit Hilfe des normalisierten Normalenvektor der Ebene &,. (Ein
Normalenvektor ist als ein auf der Ebene senkrecht stehender Vektor definiert.)

Definition 5.6 TRANSPOSITION
Hier haben wir die Transponierte T der Transformation T eingefiihrt. Die Transponierte einer

Transformation ist durch seine Rolle im Skalarprodukt definiert.
gTv=vT'id (5.21)

In Koordinatendarstellung spiegelt die Transposition die Matrixelemente liber die Hauptdiagonale

T G521
Ty=eT'g =" &gTe =T,
Ti1Ti2T13 Ti1 7121 731
T=| T21T02T23 = T 2| TioTon T30
T31T32 733 T13T23T33

Zwei niitzliche Rechenregeln fiir die Transposition sind
e Regel 1:
(AD) v =i (ATV) (5.22)

Diese Regel ergibt sich aus der Kommutativitat des Skalarprodukts und der Konvention, dass
die Operation auf den rechts stehenden Vektor wirkt, wenn keine Klammern gesetzt sind.

Gl. 5.21

(AD) vV = V(AQD) = VAT GA' v =G (ATV)

e Regel 2:

(AB)' =BTAT (5.23)

Dies lasst sich leicht in der Koordinatendarstellung zeigen

(AB), =3 AixBri= Y BriAik=y BLA,=(BTA),
k k k
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5.6 Drehungen

Im Folgenden spielen Drehungen eine besondere Rolle fiir uns. Drehungen sind zusammen mit
Spiegelungen und Verschiebungen die einzigen Transformationen, die alle Abstande unverdandert
lassen. Wenn wir davon ausgehen, dass die Eigenschaften eines Objekts nur von den Relativab-
stinden seiner Teile abhingt?, konnen wir erwarten, dass sich die Eigenschaften eines Objekts bei
einer Drehung nicht verandern. Deshalb spielen Drehungen eine enorme Rolle bei Symmetriebetra-
chtungen.

Wir werden hier die mathematische Form von Drehungen bzw. Spiegelungen alleine aus der Be-
dingung herleiten, dass Abstande zwischen beliebigen Vektoren unverandert bleiben. Diese Ableitung
wird uns dem eigentlichen “Wesen” einer Drehung ndher bringen. Sie wird uns spater, bei der Rela-
tivitatstheorie, in abstrakterer Form wieder begegnen, weshalb wir sie hier in einiger Tiefe behandeln
wollen. Wir klammern die Verschiebungen in der folgenden Diskussion aus, da das Resultat fiir sie
offensichtlich ist.

Die Bedingung, dass Abstande bei einer Transformation U erhalten bleiben, ist

|y — | = | — Al wobei ri=UF

Wir bezeichnen den Distanzvektor mit einem Symbol

d=r—f
g =y -
Daraus erhalten wir die Bedingung
7112 = |d| wobei 7 =Ud .
d'? =|d]? b "=Ud 5.24
Die linke Seite lasst sich umschreiben
dP=d-d=(ud)-(ud) 2" quTud (5.25)

Mit Hilfe von Gl. 5.25 lasst sich die Bedingung Gl. 5.24 in die Form

—

duTu

- =

=d1 = d(UTU-1)d=0 (5.26)

Q)

bringen.
Aus der Bedingung Gl. 5.26 lasst sich ableiten, dass UTU — 1 antisymmetrisch ist.

Definition 5.7 ANTISYMMETRISCHE MATRIX

Eine Matrix heilst antisymmetrisch, wenn sie beim Vertauschen ihrer Indizes ihr Vorzeichen wechselt,

d.h. wenn A;; = —A;; bzw. AT = —A gilt.

Hier zeigen wir, dass eine Matrix A antisymetrisch ist, wenn dAd = 0 fiir beliebige Vektoren d
gilt.

0=dAd =Y _dAid,
iJ
= A;1d? + Apds + Assds
+ (A1 + Ao1) dids + (Aoz + Azp) dods + (As1 + A13) dady (5.27)

Wihlen wir Vektoren d mit nur einer Koordinate ungleich Null, sehen wir, dass die Diagonalelemente
von A verschwinden miissen. 3 Waihlen wir einen Vektor mit zwei Koordinaten ungleich Null, dann

2Dje Winkel der Abstandsvektoren sind automatisch identisch, wenn alle Abstinde identisch sind.

3Zum Beispiel folgt mit der Wahl
1
d=]0
0



5 SYMMETRIEN DES RAUM-ZEIT-KONTINUUMS (3H) 103

sehen wir, dass A; j = —A;; gelten muss, da ja die Diagonalelemente von A verschwinden. Die Matrix
A muss also antisymmetrisch sein.

Aus der Bedingung GI. 5.26 folgt also die Antisymmetrie von UTU — 1. Aus dieser Antisymmetrie
lasst sich eine Bedingung fiir die Drehmatrix ableiten, namlich dass sie unitar ist. Dies wird im
Folgenden gezeigt:

vUtu—1 ™ gty -1 =-[uTu]" +1

UBYZEA TN +1=-UTU+1
=2U'U-1 = 0
=U'u = 1

Eine Drehmatrix muss also unitar sein.

Definition 5.8 UNITARE ABBILDUNG
Eine Abbildung U mit der Eigenschaft UTU = 1 heift unitir. Fiir eine unitdre Abbildung gilt, dass

ihre Transponierte gleich ihrer Inversen ist.

ult=u'

DREHUNGEN

e Drehungen und Spiegelungen sind die einzigen Operationen, die alle Abstande unverandert
lassen.

e Drehungen und Spiegelungen sind unitdre Abbildungen. Jede unitare Abbildung ist eine
Drehung, oder eine Drehung, die mit einer Spiegelung kombiniert ist.

e Bei einer reinen Drehung ist die Determinante der Matrix positiv, d.h. plus eins. Ist die
Determinante negativ, dann ist die Drehung mit einer Spiegelung kombiniert.

Betrachten wir die Gleichung UTU = 1 dann erhalten wir 9 Gleichungen.

Z Uk,iUkj = 0ij
J

Davon sind nur 6 Gleichungen unabhangig, da eine Gleichung mit unterschiedlichen Indizes i, bei
Vertauschung der Indizes in eine andere Gleichung des Gleichungssystems iibergefiihrt werden kann.
Es ergeben sich also 6 Gleichungen fiir 9 Unbekannte, namlich die 9 Matrixelemente von U. Die
Losung fiir die Matrixelemente der Drehmatrix U hangt also von drei freien Parametern ab. Diese
entsprechen den Drehwinkeln um die drei Raumrichtungen. Da die Gleichung quadratisch ist, erhalten
wir flir jeden Satz der kontinuierlichen Parameter zwei Losungen. Diese entsprechen den gespiegelten
Losungen.

aus Gl. 5.27, dass das Glied A;j,; verschwinden muss. Allgemeiner gilt erhalten wir mit d= € dass A;; = 0. Mit

-

erhalten wir aus Gl. 5.27 Aj» 4+ Az 1 = 0, wobei das Verschwinden der Diagonalelemente bereits beriicksichtigt wurde.
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Darstellung von Drehmatrizen

Um Drehmatrizen aufzustellen, werden an dieser Stelle iiblicherweise die Eulerschen Winkel einge-
fiihrt. Ich personlich habe die folgende Darstellung niitzlicher gefunden, weshalb ich sie anstelle der
Eulerschen Winkel beschreiben mochte.*

DARSTELLUNG UNITARER MATRIZEN

Jede unitare Matrix kann mit Hilfe von drei orthogonalen und normierten Vektoren i/, V, w als

u vi wq
U= Us Vo Wo
Uz vz W3
dargestellt werden. Es gilt also
g = V]| =|w|l=1 und WV=vw=wi=0

Die drei Vektoren sind das Resultat der unitdren Transformation der drei Einheitsvektoren des
Koordinatensystems

i=Ug, V=Us, w=U&

Diese Eigenschaft erweist sich als sehr niitzlich, um eine gesuchte Drehung numerisch auszudriicken.
Sie soll im Folgenden gezeigt werden:

Die Unitaritatsbedingung
Z UiiUy; = 6j;
k
kann als Orthonormalitatsbedingung fiir drei Vektoren i, vV, W aufgefasst werden:

th vi w1
U= Uz Vo Wo
Uz vz W3

mit
ZUk,iUk,izl = al=|v| = |w| =1
i

Y Uilej=0  mit i#j =  §-V=VW=w-0=0
i

7, V, @ sind also drei Vektoren der Lange 1, die senkrecht aufeinander stehen.
Die drei Vektoren sind gerade das Resultat der Transformation der Basisvektoren.

1 0 0
r=U& =U|0 v=U&s=U|1 w=U&=U|0
0 1

Bilden die drei Vektoren ein rechtshandiges Koordinatensystem, liegt eine reine Drehung vor.
Bilden sie ein linkshandiges Koordinatensystem, enthalt die Transformation dariiber hinaus eine
Spiegelung. Man kann eine reine Drehung in eine Drehung und Spiegelung iiberfiihren, indem man das
Vorzeichen von einem der Vektoren i, V, w umkehrt. Raumspiegelungen sind also auch Operationen,
die Abstande erhalten.

4Im Anhang C zeige ich eine weitere Art, um Drehungen darzustellen. Dabei wird der Drehwinkel und die Drehachse
in einem Dreh-Vektor zusammengefasst.
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Reihenfolge von Drehungen
Drehungen sind nicht vertauschbar
Ui -Ux #Ux- Uy

Fiir Drehmatrizen gilt das Kommutativgesetz nicht.

0-10 10 O 001

1 00 00-1f=1]100

0 01 01 O 010
———

Rz(90°) Rx(90°) R(11)(90°)

é$4%D
=R ¢|j

R«(90°) R.(90°) R(111)(90°)
10 0 0-10 0-1 0
00-1 1 00|=|0 0-1
01 O 0 01 1 0 O

Abb. 5.8: Demonstration dafiir, dass das Kommutativgesetz fiir das Produkt von Drehungen nicht
gilt. Das Resultat einer Drehung von 90° erst um die z-Richtung und anschlieBend um die x-Richtung
(oben) unterscheidet sich von Resultat, wenn die Drehung um die x-Richtung zuerst und erst dann die
Drehung um die z-Richtung vorgenommmen wird (unten). R(111)(90°) bezeichnet eine Drehung um
die Diagonale (1,1, 1), die nach rechts,oben und hinten zeigt. R(;11)(90°) bezeichnet eine Drehung
um die Diagonale (1, —1, 1), die nach rechts,oben und vorne zeigt.

Im Allgemeinen ist das Kommutativgesetz fiir das Produkt von Matrizen, also Transformationen,
nicht erfiillt. Beim Rechnen mit Zahlen und Matrizen ist dies der wesentliche Unterschied.Diese
Bemerkung ist im Zusammenhang mit Matrizen wichtig. Spater werden wir mit Matrizen fast wie
mit Zahlen umgehen. Der wesentliche Unterschied ist jedoch, dass wir die Terme eines Produkts
nicht vertauschen diirfen.

5.7 Galilei-Transformationen

5.7.1 Raum-Zeit Kontinuum

Bisher haben wir uns mit Transformationen im Raum beschaftigt. Nun betrachten wir nicht nur
Transformationen von Orten, sondern solche von Ereignissen. Ein Ereignis wird durch einen Ort im



106 5 SYMMETRIEN DES RAUM-ZEIT-KONTINUUMS (3H)

Raum und einen Zeitpunkt definiert. Wir stellen die Raum-Zeit Koordinaten von Ereignissen durch
einen vierdimensionalen Vektor

3
(tNZ&t+EX+Ey+E&z=) &x
i=0

dar. Die Einheitsvektoren sind Vektoren im vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum. Die zeitliche
Koordinate wird haufig dem Index Null zugeordnet, d.h. xod:efxt und éod:efe}, damit die rdumlichen
Koordinaten die lbliche Indizierung beibehalten. Die Bahn eines Teilchens ist eine Linie im vierdi-
mensionalen Raum-Zeit Kontinuum.

5.7.2 Symmetrieeigenschaften des Raum-Zeit Kontinuums

Im Folgenden untersuchen wir die Symmetrieeigenschaften des leeren Raums. Diese werden uns
wichtige Hinweise auf die erlaubten Bewegungsgleichungen liefern. Zunachst miissen wir aber definieren,
was wir Uberhaupt unter einer Symmetrie verstehen.

Definition 5.9 SYMMETRIE

e Ein Objekt ist beziiglich einer Abbildung symmetrisch, wenn es sich durch die Abbildung nicht
verdndert. Man nennt eine solche Abbildung Symmetrietransformation des Objekts.

e Fine Bewegungsgleichung ist symmetrisch zu bzw. invariant unter einer Symmetrieoperation,
wenn fiir jeden Pfad r(t), der die Bewegungsgleichungen erfiillt, auch der Pfad r'(t"), der durch
die entsprechende Operationen aus 7(t) hervorgeht, die Bewegungsgleichung erfiillt.

e Sind alle Naturgesetze, dargestellt durch Bewegungsgleichungen, in Abwesenheit dulerer Ein-
fliisse invariant unter einer Gruppe von Symmetrieoperationen, dann ordnet man diese Symme-
trie dem Raum, bzw. dem Raum-Zeit Kontinuum, zu.

Wir postulieren, dass die Symmetrieoperationen des leeren Raumes die folgenden Bedingungen
erfiillen:

SYMMETRIEEIGENSCHAFTEN VON RAUM-ZEIT
e Lingentreue bei Gleichzeitigkeit: Die Form von Korpern bleibt erhalten.
|y —r|=|R—A| fir t=t
e Zeittreue: Der zeitliche Abstand zwischen Ereignissen bleibt erhalten.

[ty — t1] = |t — t1]

Wir werden spater sehen, dass die Naturgesetze die obigen Bedingungen nicht exakt, sondern nur
naherungsweise erfiillen. Dieser Mangel der klassischen Physik wird mit der Relativitatstheorie iiber-
wunden.

Im folgenden suchen wir nach den Transformationen, welche die obigen Bedingungen erfiillen.
Wir fordern, dass die Operationen linear sind. Das bedeutet, dass die neuen Koordinaten einer
Symmetrieoperation linear von den alten Koordinaten abhangen. Die Symmetrieoperationen haben
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(7)=+0)+ ()

Dabei ist S eine vierdimensionale Matrix.

also die allgemeine Form®:

Die spezielle Form von S wird im Folgenden bestimmt.

Betrachten wir zunadchst die Bedingung der Zeittreue. Sie muss fiir beliebige Vektoren (t, x, y, z)
erfillt sein.

Iti =t = |See(ts — ) + Sex(x1 — x2) + Sty (1 — y2) + St.2(z1 — 2)]
Zeittreue It — bl
e Wenn Zeittreue gilt, dann miissen zwei gleichzeitige Ereignisse nach einer Transformation wieder
gleichzeitig sein. Dies bedeutet
(tl—tQ:O = tg—tg:o)
= 0= [Sex(x1 —x2) + Sty(V1 — y2) + St.2(z1 — )|

Dies ist nur dann fiir alle raumlichen Distanzen erfiillt, wenn

St,x = 5t',y = St,z =0

e Die Transformationsgleichung reduziert nun zu

Zeittreue

[t =t = [See(ti = 02)] =T |t~ b
woraus man sofort
St = +1
erhalt.

Nun betrachten wir die Langentreue bei Gleichzeitigkeit. Fir gleichzeitige Ereignisse, d.h. t; = t,
(und daher wegen der Zeittreue t; = t}) haben wir es mit einer rein raumlichen Transformation zu
tun. Fir diese haben wir bereits nachgewiesen, dass Langentreue nur mit Drehungen und Raum-
spiegelungen vereinbar ist. Deshalb fordern wir, dass der rdaumliche Teil von S eine unitdre Matrix
sein muss.

SchlieBlich fassen wir den Vektor (Sx.t, Sy ¢, Sz,+) in einen Vektor V zusammen. Die Matrix S hat

daher die Form®
+10

5Man beachte: AF ist ein Vektor. A sollte hier nicht mit dem Laplace-Operator verwechselt werden. Also A #
2 2 2
& +06; +6;
6Wir verwenden hier eine Kurzschreibweise, bei der die raumlichen Matrixelemente wieder zu Vektoren und Matrizen
zusammengefasst werden.
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GALILEI-TRANSFORMATIONEN

Transformationen dieser Form nennen wir Galilei-Transformationen”:

t +10 t At
()-(22)()-(2)

Dabei ist U unitar, also eine Drehung, bzw. Spiegelung. Wie wir noch zeigen werden, ist V' die
Geschwindigkeit, welche ein ruhender Punkt durch die Transformation erhalt.

t' =+t + At
r=Ur+Vt+ A7

5.7.3 Galilei Transformationen im Einzelnen

Die folgenden Transformationen erfiillen die Bedingung, dass raumliche und zeitliche Abstande erhal-
ten bleiben und sind damit Symmetrieoperationen des leeren Raums:

SYMMETRIEN DES LEEREN RAUMS

e Homogenitit des Raums (Translationssymmetrie im Raum)

Homogenitat der Zeit (Translationssymmetrie in der Zeit)

raumliche Inversionssymmetrie (Spiegelsymmetrie des Raums)

e Zeijtinversionssymmetrie (zeitliche Spiegelsymmetrie)

Isotropie des Raums (Drehinvarianz)

Relativitat von Raum-Zeit (Unabhangigkeit der Bewegungsgleichung von der Relativbewegung
des Beobachters?.)

Beachte: Dieses Kapitel beriicksichtigt keine relativistischen Effekte

Im Folgenden werden die aktiven Transformationen im Einzelnen vorgestellt:

e Translation im Raum

t'=t

r=F+AF (5.29)
e Translation in der Zeit

' =t+ At

r=F (5.30)

e Spiegelung im Raum: Es gibt Spiegelungen an einer Ebene, oder die Punktspiegelung. Die

"Beachte, dass es Schulen mit unterschiedliche Sprechweisen gibt. Manche Lehrbiicher verlangen in der Definition
der Galileitransformation, dass die Transformationsmatrix eine positive Determinante hat. Wir tun das hier nicht.
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Punktspiegelung hat die Form

r=-F (5.31)
Die Spiegelung an einer Ebene hat im raumlichen Anteil die Form
Fr=[1-2f0fF

wobei 7 der normierte Normalenvektor der Spiegelebene ist®. Legen wir zum Beispiel die
Spiegelebene in die yz-Ebene, dann ist der Normalenvektor 7 = &=(1, 0, 0).

—> (> ID—_ri----_ﬁl>(_ﬁF)
—gn(n ) :

Abb. 5.9: Darstellung der Spiegelung: Wir betrachten eine Spiegelebene (gestrichelt) durch den
Aufpunkt des Vektors 7. Der Normalenvektor i steht senkrecht auf der Ebene und hat die Lange
1. Arist die Projektion von 7 auf die Flachennormale. A(AF) ist die Komponente des Vektors 7
senkrecht zur Spiegelebene. r’ = F — 2(AF) = (1 — 2A® [) F ist das Spiegelbild. Beachte, dass
die Spiegelebene durch den Aufpunkt des Vektors geht. In anderen Fallen wird der Vektor in einen
zerlegt, der auf die Spiegelebene zeigt, und deshalb unverdndert bleibt, und einen der seinen Aufpunkt
in der Spiegelebene hat und entsprechend dieser Prozedur gespiegelt wird.

Die Transformationsmatrix der Spiegelung an der yz-Ebene hat im raumlichen Teil die Form

—-100
F=|010|F d.h. X = —x, y =y, Z =z
001

Die Punktspiegelung entsteht durch die Spiegelung an drei orthogonalen Ebenen. Bei der
Punktspiegelung um den Ursprung wechseln die Vorzeichen aller Komponenten des Vektors,

d.h.

t'=t

r=—F (5.32)
e Zeitinversion: Spiegelung in der Zeit.

t'=—t

r=F (5.33)
e Drehungen:

t'=t

r=ur (5.34)

8Das bedeutet: Er hat die Lange eins und steht senkrecht auf der Spiegelebene
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Dabei muss U unitar sein. Ist die Determinante von U negativ, ist die Drehung mit einer
Raumspiegelung kombiniert.

e Gleichformige Bewegung: Relativitat von Raum-Zeit.

=t
=F4+ Vit (5.35)

—

tl
!

=

Betrachten wir, wie sich eine beliebiege Bahn 7(t) unter der Transformation verandert.
() =) = A1) + Ve
Die Geschwindigkeit nach der Transformation ist

drdr |
- =4V
dt’ — dt

Das bedeutet, dass alle Teilchen unter der Transformation eine zusatzliche Geschwindigkeit
erhalten.

Die Relativitat von Raum-Zeit sagt, dass die Bewegungsgleichungen unabhangig von der Ab-
solutgeschwindigkeit des Beobachters sind. Beachte aber, dass r/(t') # r(t).

5.7.4 Galilei-Symmetrie der Newtonschen Bewegungsgleichungen

Um zu zeigen, dass die Galileitransformationen die Transformationen des leeren Raums sind, miissen
wir noch zeigen, dass die Newtonschen Bewegungsgleichungen diese Symmetrie besitzen. Es gibt
hierbei eine Einschrankung, namlich, dass Reibungskrifte ausgeschlossen werden miissen.®

d>r -
m—-= = F'(r' t
Nun driicken 